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	2.7 הגישה הווקטורית לקבלת נוסחאות בגיאומטריה אנליטית 
	  
	הפרק הזה הוא פרק העשרה ומיועד לתלמידים שכבר למדו מושגים בסיסיים  
	בווקטורים בגישה האלגברית. 
	 
	בפרקים קודמים הוצגו הוכחות אלגבריות של תכונות הישרים כגון: ניצבות הישרים , מרחק בין נקודה לישר ובין ישרים מקבילים, זוויות בין ישרים וכן הלאה. קיימות שיטות אחרות להוכחת התכונות הנ"ל ואחת מהן היא באמצעות ווקטורים. המטרה כאן היא לא לתת את כל ההוכחות שהיו לפני כן , אלא כמה דוגמאות בלבד. 
	 
	1. משוואת הישר 
	בפרקים הקודמים למדנו כי על מנת לקבל משוואת הישר צריך נקודה ושיפוע או  
	שתי נקודות על הישר. בסעיף זה נגדיר ישר באופן שונה. 
	הישר יהיה מוגדר היטב (באופן יחיד) גם אם תהיה נתונה 
	נקודה עליו   והווקטור   הניצב לישר 
	(יש ישר אחד בלבד שעובר דרך נקודה נתונה ומאונך  
	לווקטור נתון). הווקטור   יכול להיות בעל אורך כלשהו 
	ומתחיל בכל נקודה במישור. נניח כי שיעורי הווקטור    
	הם (A,B) (הצגה אלגברית שלו). ננסה לקבל משוואת  
	הישר מהנתונים שהגדרנו. אם M(x,y) נקודה על הישר, אז הווקטור  ניצב ל-   ולכן המכפלה הסקלרית שלהם שווה ל- 0.   ומכאן נובע:  . 
	 התנאי האחרון מתקיים לכל נקודה M(x,y) על הישר ואינו מתקיים לאף נקודה חיצונית. לכן   היא משוואת הישר המבוקש. נשאר רק לפתוח סוגריים ולקבל 
	Ax + By + C = 0, כאשר   , וזאת בדיוק המשוואה התקנית של הישר. 
	מהאמור לעיל נובע כי אם נתונה המשוואה  התקנית של הישר במישור Ax + By + C = 0 , אז המקדמים A ו- B מגדירים שיעורי הווקטור (A,B) שניצב לישר. 
	 
	2. ניצבות ישרים  
	נתונים שני ישרים בעלי שיפועים   ו- : 
	  
	על ידי מעבר להצגה התקנית של הישרים נקבל   ו-  ולכן על פי סעיף 1 , הווקטורים הניצבים לישרים הללו הם   ו- . אם זווית בין שני הישרים שווה ל-   ( הישרים מאונכים זה לזה), גם הזווית שבין האנכים שלהם תהיה שווה ל-  , כלומר המכפלה הסקלרית שלהם שווה ל- 0. 
	  
	זאת אומרת  . 
	 
	3. המרחק בין נקודה לישר. 
	נתונה נקודה   וישר Ax + By + C = 0. נסמן ב- M(x,y) את נקודת החיתוך של האנך מ-   אל הישר הנתון. אורך הווקטור   הוא המרחק המבוקש d בין  לישר . על פי סעיף 1 ,הווקטור (A,B)  ניצב לישר נתון, אך גם ווקטור  ניצב לו ולכן שני הווקטורים קוליניאריים.  הזווית ביניהם היא   או  . במילים אחרות, 
	תיתכן אחת מבין שתי אפשרויות הבאות: 
	  
	או   
	מצד שני, הווקטור   הוא   
	ו-  
	הנקודה M נמצאת על הישר הנתון , ולכן  - Ax - By = C  ומכאן מקבלים כי   . בהתאם ל- ( I ) מקבלים כי 
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	על פי המשפט נקבל   . לכן הנקודה D מחלקת את הצלע BC ביחס 2:1. 
	כדי לקבל את שיעורי הנקודה D נציב את הנתונים בנוסחת חלוקת קטע ביחס נתון: 
	  
	עכשיו נחשב את המרחק בין A ל- D  
	  
	תרגיל 4 
	קדקודי משולש נמצאים בנקודות  . 
	הוכח כי נקודת החיתוך של הקווים התיכוניים של המשולש היא  
	פתרון 
	לצורך פתרון של התרגיל נשתמש בתכונה  
	הגיאומטרית של נקודת המפגש של  
	התיכונים במשולש: הנקודה מחלקת כל אחד  
	מהתיכונים ביחס 2:1 , כאשר הקטע הארוך  
	צמוד לקודקוד המשולש. 
	נסמן ב- D את אמצע הצלע BC. שיעורי הנקודה D הם: .  
	נקודת מפגש התיכונים  M מחלקת את הקטע AD ביחס 2:1 , כלומר  . 
	על פי הנוסחה של חלוקת קטע ביחס נתון נקבל את השיעורים של M: 
	  
	הערות: 
	- נקודת המפגש של תיכונים במשולש נקראת מרכז הכובד של המשולש 
	- הנוסחה שהתקבלה בתרגיל האחרון שימושית מאוד בחלק מן התרגילים. נדגים זאת בתרגיל הבא. 
	תרגיל 5 
	במשולש ABC הצלעות AC ו- AB מונחות על הישרים 7y = 3x + 46 ו- y = -3x + 10 בהתאמה. נקודת המפגש של התיכונים במשולש היא (-1,5). מצא את קדקודי המשולש. 
	פתרון 
	את הקדקוד A אפשר למצוא על ידי פתרון מערכת המשוואות   והוא (1,7). 
	הנקודה B היא חלק מהישר AB ולכן ניתן להציגה כנקודה כללית (b,-3b + 10). באותו אופן הנקודה C היא חלק מהישר AC והצגתה הכללית היא  . מנוסחת מרכז הכובד מקבלים: 
	  
	נפתור את המערכת שקיבלנו ונקבל b = 2 ו- c = -6, לכן הנקודות המבוקשות הן  ,B(2,4) 
	C(-6,4) . 
	 

	כלומר,     ו-     .  
	פירוש הדבר כי  . 
	דוגמה 
	פתרון 
	נסמן שיעורי הנקודה M ב- (x,y). אז . לפי נתון,  , כלומר, 
	 . לכן     ו-   . הנקודה M היא (0.8,9.6). 
	 
	3.1.2 חלוקה חיצונית 
	דוגמאות 

	                   AP:PB = CP:PE = 1:2                 
	באופן כללי:  
	מהם שיעורי הנקודה P  אם נתון כי P(x,y) מחלקת קטע AB, ששיעורי קצותיו הם A(x1,y1)  ו-B(x2,y2), חלוקה חיצונית ביחס של AP:PB = k:n   (כלומר AP:PB = k:n). 

	 
	הערה 
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	28. מצא קדקודים של ריבוע כך ש- 
	      פי כמה גדול שטח הריבוע הנתון משטח הריבוע שנוצר. 
	38. במשולש ABC הקדקוד B הוא (1,-2). משוואת התיכון מקדקוד A היא x – y + 1 = 0,  
	     המשוואה של הצלע AC היא x – 5y + 21 = 0. מצא את הקדקודים A ו- C. 
	39. נתונים ישרים y = 2x + 6 ו- y = -0.5x + 3.5. מצא את משוואת הישר החותך את הישרים  
	     הנתונים בנקודות שאמצע הקטע ביניהם הוא (0,1). 
	40. נקודות A(-3,1) ו- C(5,7) הן קודקודים נגדיים של מעויין ABCD. אורך האלכסון BD הוא  
	     20. מצא את הקדקודים B ו- D. 
	3.2    חלוקה ביחס 
	3.2.1  חלוקה פנימית (בכל התרגילים של סעיף זה החלוקה היא פנימית.)  
	       א. AB:BC                                  ג. DC:CA                                 ה. BC:CD 
	      ב. AB:BD                                  ד. CB:BA                                  ו. AC:CD 
	 
	      II.  נתון            
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	א. 1:1 
	ב. 1:6 
	ג. 5:2 
	ד. 3:4 
	א. 1:1 
	ב. 1:2 
	ג. 2:7 
	ד. 2:1
	 
	3.2.2   חלוקה חיצונית 
	 
	23. להלן מסורטט קטע AB במערכת צירים. מצא בכל סרטוט שיעורי נקודהP  המחלקת את 
	      AB חלוקה חיצונית ביחסים הנתונים. פתור בעזרת הסרטוט, אין צורך להיעזר בנוסחאות. 
	 
	.I 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	א. 3:1 
	ב. 1:2 
	                    ג.   3:5
	II. 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	א. 2:1 
	ב. 1:2 
	ג. 3:2
	III. 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	א. 4:3 
	ב. 2:1 
	ג. 3:2
	3.2.1  חלוקה הרמונית 
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	2x ( 7y = -53                                                        
	הערה 
	בסעיף זה השתמשנו בניצבות של הרדיוס והמשיק בנקודת ההשקה בלבד. בסעיף 5.3 נלמד כיצד אפשר למצוא משוואות המשיקים בדרך קצרה יותר. 
	 
	פתרון 
	דוגמה ב 
	פתרון 
	 
	דוגמה ה 


	5.3 השקה של ישר ומעגל 
	5.3.1 מעגל משיק לצירים 
	 
	תרגיל 1 
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	5.3.2 משוואת המשיק למעגל בנקודה שעל המעגל 
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	5.3.3 משוואת המיתר בין שתי נקודות השקה 
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	תרגיל 
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	נתבונן במשוואה הפרמטרית שהיא צירוף ליניארי של משוואות שני המעגלים 
	הערה 
	 
	מסקנה 
	המשוואה הפרמטרית   (x2 + y2 ( 29) + x2 + y2 + 2x + 2y ( 23) = 0  שבה לפחות אחד משני הפרמטרים 
	 ו- שונה מאפס ו- ( , מייצגת משפחת מעגלים העוברים בנקודות  A(2,-5) ו- .B(-5,2) 
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	תרגילים לפרק 5 
	      ד. מצא את אורך המיתר המתקבל מחיתוך המעגל x2 + y2 = 40 והישר 2y + x = 10.       האם מיתר זה הוא קוטר? נמק! 
	 
	                                                                                           
	נקודות חיתוך, מצב הדדי 
	42. שלושת המעגלים שבסרטוט משיקים זה לזה. כתוב את משוואותיהם.   
	 
	5.3 השקה של ישר למעגל 

	5.3.1 מעגל שמשיק לצירים 
	 
	תשובות לפרק 5 
	 
	5.3 השקה של ישר למעגל 

	5.3.1 מעגל שמשיק לצירים 
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	6.2  תכונות האליפסה 
	6.7 המשוואה הקנונית של האליפסה 
	64. נתון המעגל x2 + y2  =  25. רשום משוואת אליפסה שמתקבלת מהמעגל על ידי:                                  א. כווץ בכוון ציר הx-.                                                                                                                                ב. מתיחה בכוון ציר הy-.                                                                                                        ג. כווץ בכוון שני הצירים.                                                                                                               רשום בכל מקרה את שיעור הכווץ או המתיחה. 

	תרגילי סיכום 
	6.7 המשוואה הקנונית של האליפסה  

	 
	תרגילי סיכום 
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	תרגיל 2 
	פתרון 
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	תרגיל 2 
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	תרגילים לפרק 7   
	סעיפים 7.1 – 7.2:  ההיפרבולה כמקום גיאומטרי ותכונותיה  
	1. מצא את משוואת ההיפרבולה עבור כל אחד מהתנאים הבאים:     א. ההיפרבולה עוברת דרך הנקודות ו- .     ב. ההיפרבולה עוברת דרך הנקודות ו-      ג. הציר הממשי של ההיפרבולה שווה ל8- , והציר המדומה שלה שווה ל4-.     ד. היחס בין הציר הממשי לבין הציר המדומה הוא 1 : 2, וההיפרבולה עוברת דרך הנקודה                                                                                                                                                        
	     ה. שני צירי ההיפרבולה שווים ל6-.                                                                                                             ו. שני צירי ההיפרבולה שווים, והיא עוברת דרך הנקודה  . 2. מצא את אורך הציר הממשי ואת אורך הציר המדומה של ההיפרבולה: 
	12. מצא היפרבולה שמוקדיה הם הנקודות 
	20. נתונה משוואת ההיפרבולה  . נבנה את הגרף שלה לפי השלבים: 
	      א. סרטט את המלבן שצלעותיו מקבילות לצירים, אלכסוניו נחתכים בראשית ואחד  
	          מקדקודיו נמצא בנקודה (2,4). 
	      ב. העבר את הישרים דרך הקדקודים הנגדיים של המלבן. נמק מדוע ישרים אלה הם  
	          האסימפטוטות של ההיפרבולה. 
	      ג. היעזר באסימפטוטות וסרטט את גרף ההיפרבולה. 
	21. א. סרטט ריבוע שאורך צלעו 8 יחידות, צלעותיו מקבילות לצירים ואלכסוניו נחתכים                      בראשית. 
	      ב. העבר את הישרים שמכילים את אלכסוני הריבוע, ורשום את משוואותיהם. 
	      ג. הישרים שמצאת בסעיף א' הם האסימפטוטות של היפרבולה שמשיקה לריבוע, בנקודות              החיתוך עם ציר ה-x. סרטט אותה ורשום את משוואתה. 
	      ד. סרטט שתי היפרבולות נוספות בעלות אותן האסימפטוטות, ורשום את משוואותיהן. 
	      ה. ציין תכונה אופיינית להיפרבולות אלה, ולכל ההיפרבולות בעלות אותן האסימפטוטות. 
	 
	תרגילי סיכום 
	70.נתונה היפרבולה    ונתון ישר L:  . P היא נקודה כלשהי על ההיפרבולה.  
	     נסמן ב- d את מרחקה של P מהישר L. הראה כי מרחקה של P מהמוקד הימני של  
	     ההיפרבולה מתיחס ל- d כמו  . 
	71. מצא את משוואת המיתר של ההיפרבולה   אם ידוע כי הוא עובר דרך  
	     הנקודה (9,4) והיא האמצע שלו. 
	72. נתונה היפרבולה  . הוכח כי מרחקה של המוקד מאחת האסימפטוטות שלה  
	     שווה ל- 2. 
	73. מצא על ההיפרבולה   נקודה ברביע השני שמרחקה מהאסימפטוטה בעלת שיפוע  
	      שלילי קטן פי 2 ממרחקה מהאסימפטוטה בעלת שיפוע חיובי. 
	74. הזווית הקהה בין שתי האסימפטוטות של היפרבולה היא בת 1200. ידוע כי ההיפרבולה  
	     עוברת דרך הנקודה (-4,-2). מצא את משוואתה של ההיפרבולה.  
	75. מצא על ההיפרבולה   את הנקודות ברביעים הראשון והשני שמכפלת מרחקיהן  
	     מהמוקדים הוא 32.  
	76. קדקודי המלבן ששטחו 60 והיקפו 32 נמצאים על היפרבולה שמוקדה בנקודה  .  
	      מצא את המשוואה של ההיפרבולה, אם צלעותיו של המלבן מקבילות לצירים. 
	77. נתונה היפרבולה  . מצא על האסימפטוטה בעלת שיפוע חיובי את הנקודה ברביע  
	     הראשון ממנה רואים את המוקדים בזווית ישרה. 
	78. מנקודה P שעל ההיפרבולה  , מעבירים ישרים שמקבילים לשתי האסימפטוטות  
	      שלה. הראה כי שטח המקבילית הנוצרת על ידי שני הישרים ושתי האסימפטוטות הוא 1. 
	79. על ההיפרבולה   מצא את הנקודה ברביע הראשון שסכום מרחקיה משני  
	      המוקדים הוא 6.  
	80. אסימפטוטה של היפרבולה מאונכת לישר 4x + 3y – 20 = 0 שהוא עובר דרך המוקד הימני  
	     שלה.מצא את משוואתה של ההיפרבולה. 
	81. הוכח כי כל ישר המקביל לאסימפטוטה של היפרבולה חותך אותה בנקודה אחת בלבד. 
	82. הוכח כי מרחקו של מוקד ההיפרבולה מאחת האסימפטוטות שווה לחצי הציר המדומה שלה. 
	83. הוכח כי מכפלת מרחקיה של נקודה כלשהי על היפרבולה משני האסימפטוטות שלה הוא גודל  
	     קבוע. 
	84. נתונה היפרבולה  . הנקודה P נמצאת על ההיפרבולה . נסמן ב- A את הקדקוד  
	     הימני של ההיפרבולה וב- B את קדקודה השמאלי. הישר AP עובר דרך הנקודה  ,  
	     והישר BP עובר דרך הנקודה  . הוכח כי  . 
	 
	תשובות לפרק  היפרבולה 
	תרגילים לפרקים 7.1-7.2 
	1. א. 9x2 ( 4y2 = 36 ; ב. 5x2 ( 9y2 = 45 ; ג.  x2 ( 4y2 =16 ; ד.   4x2 ( y2 = 16 ;                                ה.= 9  x2 ( y2 ; ו. x2 ( y2 = 1 
	 
	תרגילי סיכום 

	 


	17-chapter8meudkan
	8.1 הפרבולה כמקום גיאומטרי 
	8.2 התיאור הגרפי של הפרבולה y2 = 2px (p>0) 
	8.3 הפרבולה מהצורה y = ax2 + bx + c   כמקום גיאומטרי 
	דוגמה 
	 
	תרגיל 

	 
	יש ארבעה מצבים אפשריים שונים בין פרבולה וישר. א. לישר ולפרבולה יש שתי נקודות חיתוך. 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ב. הישר והפרבולה אינם נחתכים באף נקודה. 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ג. לישר ולפרבולה יש נקודת חיתוך אחת, והישר מקביל לציר הפרבולה. 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	ד. לישר ולפרבולה יש נקודת חיתוך אחת, והישר איננו מקביל לציר הפרבולה. במקרה זה     קוראים לישר משיק. 
	 
	 
	 
	 
	 
	כמו שראינו במעגל ובאליפסה, גם כאן קובעים את המצב ההדדי של ישר ופרבולה נתונים, על פי מספר הפתרונות שיש למערכת המשוואות הכוללת את משוואת הפרבולה ומשוואת הישר. אולם, בשונה מהמעגל ומהאליפסה , אם יש רק פתרון אחד יש שני מצבים אפשריים, וצריך לקבוע אם הישר הוא משיק או חותך בנקודה אחת.  
	 
	כיצד מוצאים משיק לפרבולה בנקודה נתונה? 
	דוגמה 
	מצא את משוואת המשיק לפרבולה y = 2x2 – x  העובר בנקודה .(-2,8)  
	פתרון משוואת ישר בעל שיפוע m העובר בנקודה הנתונה היא: 
	y ( 8 = m(x + 2) 
	y = mx + 2m + 8  
	ישר זה הוא משיק לפרבולה רק אם יש לו ולפרבולה נקודת חיתוך אחת. משמעות עובדה זו היא כי למערכת המשוואות   פתרון יחיד. 
	על ידי הצבה מקבלים משוואה ריבועית: 2x2 – x(1 + m) – 2m ( 8 = 0   
	m2 + 18m + 65 = 0 
	למשוואה זו שני פתרונות: m = -5 , m = -13 .  ישרים אלה אינם מקבילים לציר הפרבולה לכן הם משיקים לה ומשוואותיהם הם:y = -5x ( 2   ו- y = -13x – 18.  
	הערה: 
	צוין לעיל שלא קיים משיק לפרבולה   y2 = 2px  שמקביל לציר ה- x .  
	לכל שיפוע אחר אפשר למצוא ישר שישיק לפרבולה. בנוסף לכך ציר ה- y הוא משיק לפרבולה הנ"ל בקדקודה. 
	 
	תרגיל 1 
	נתון ישר y = mx + n ונתונה הפרבולה y2 = 2px. מצא את התנאי לכך שהישר ישיק לפרבולה.  
	 
	פתרון 
	על מנת למצוא תנאי השקה של הישר לפרבולה נמצא מתי יש למערכת המשוואות הכוללת את משוואת הפרבולה ומשוואת הישר פתרון יחיד:  
	  
	דוגמאות 
	תרגיל 2 
	פתרון 



	תרגיל 3 
	פתרון 

	תכונה גיאומטרית של הפרבולה, שיש לה שימוש באופטיקה  
	 
	 
	התכונה המיוחדת של מראה פרבולית היא: 
	משתמשים בתכונה זו בפנסים הבנויים ממראה פרבולית ומקור אור  
	 
	ולהפך: קרני אור המקבילות לציר של מראה פרבולית ופוגעות במראה, יוחזרו למוקד הפרבולה. במילים אחרות, מראה פרבולית תרכז קרני אור המקבילות לציר הסימטרייה שלה במוקד. באופן מעשי קרני אור נחשבות למקבילות אם מקורן מרוחק מאד (כגון שמש או כוכבים). 
	 
	 הוכחה נתבונן בפרבולה . y = ax2 פרבולה זו היא המקום הגיאומטרי  
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	8.1-8.2 פרבולה כמקום גיאומטרי 
	8.4 פרבולה וישרים, תנאי השקה 
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	8.4 פרבולה וישרים, תנאי השקה 
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	9.1 משוואות ישרים 
	פתרון 
	מעגל אפולוניוס 
	פתרון 
	מעגל כללי 
	בסעיף זה כמו בסעיפים הבאים נראה כמה דוגמאות לפתרון של תרגילים שיעזרו לפתור את התרגילים המסכמים בסוף הפרק. 
	תרגיל 1 
	מהנקודה P על היקף המעגל   מעבירים ישר המאונך לציר ה- x שחותך את הציר בנקודה Q , וישר מאונך לציר ה- y שחותך את המעגל בנקודה L. מצא את המקום הגיאומטרי של מפגש הישר QL עם הישר OP ( O ראשית הצירים) 
	פתרון 
	ראשית, נציין כי קיימות אפשרויות רבות לפתרון התרגיל. אנו מציעים כאן פתרון המבוסס על שימוש במשפטים שלמדנו בגיאומטריה של מישור.  
	נסמן ב-   נקודה כללית על 
	 המקום הגיאומטרי המבוקש. מתקיים שוויון של הזוויות 
	הבאות:  ו- גם   
	(זוויות מתחלפות שוות בין ישרים מקבילים,  
	ראה סרטוט). לכן  לפי משפט 
	דמיון (ז.ז.) . כמו כן   (ציר ה-y אנך  
	ממרכז המעגל למיתר PL ולכן חוצה אותו), זאת אומרת  
	 יחס הדמיון הוא  . מכאן גם היחס  . 
	פתרון 
	בסעיף זה נתייחס לאליפסות , היפרבולות ופרבולות שמשוואותיהן קנוניות כפי שלמדנו בפרקים קודמים. 
	אליפסה 


	תרגיל 1 
	פתרון 
	תרגיל 2 
	פתרון 
	 
	היפרבולה 


	תרגיל 1 
	תרגיל 1 
	פתרון 
	נסמן ב-   את מרכז המעגל המבוקש 
	 וב- R את רדיוסו.האנך שיוצא ממרכז המעגל 
	לציר ה- y חוצה את הקטע MQ שהמעגל מקצה 
	על הציר (אנך למיתר שיוצא ממרכז המעגל). 
	אורך האנך ON הוא  . מהמשולש ONM  
	(ראב סרטוט) נקבל על פי משפט פתגורס : 
	  . מאידך, המרחק בין O  
	לבין הנקודה הנתונה   גם הוא רדיוס המעגל ולכן . 
	לא נשאר אלא להשוות את שני הביטויים של R2 ולכנס איברים דומים. המקום הגיאומטרי במתקבל בתנאים הללו הוא פרבולה שמשוואתה  . 
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