
045 

_____________________________________________________________________________________ 
 הטכניון -דידקטי למורה -ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                     גרלי     חשבון אינט

  חשבון אינטגרלי

 1פריצת דרך מתמטית היסטורית ומחלוקת על זכות הראשונים לגילויה            

כינו זה את זה , הם האשימו זה את זה בגניבה. שני אנשים ידועי שם ניצת ריב מר בין השנ 055 -לפני למעלה מ

ביניהם לא ניצת בשל כסף או אהבה  מה מוזר שהריב. והמקורבים לשניהם נאלצו להחליט לצד מי הם, בכינויי גנאי

 .אלא בגלל משפט מתמטי

כל אחד מהם טען . והמתמטיקאי הגרמני גוטפריד לייבניץ, ויכוח היו סר אייזיק ניוטוןושני האנשים המעורבים ב

 .המשפט היסודי של החשבון הדיפרנציאלי והאינטגרלי: שהוא הראשון שגילה משפט שחולל מהפכה במתמטיקה

 

 

 

   

 

בעיית : ט זה זכה לשמו כיוון שקשר זו לזו שתי בעיות שנחשבו עד אז שתי בעיות נפרדות בחשבון דיפרנציאלימשפ

 . השטח ובעיית המשיק

כשהמתמטיקאים חיפשו אחר שטחים של , שנה 0555 -בעיית השטח עלתה לפני יותר מ

קירוב במהלך השנים מתמטיקאים פיתחו שיטה למציאת . ם עקומיםיצורות בעלות שולי

וקראו , באמצעות חישוב שטחם של הרבה מלבנים דקיקים ,תחת לעקומהמלשטח 

  .לתהליך זה אינטגרציה

הפתרון שלהם . בעיית המשיק עלתה כאשר מתמטיקאים רצו למצוא שיפוע של עקומה

שתי  המחבריםידי חישוב שיפועי מיתרים -אותו מצאו על, היה למצוא שיפוע של משיק

את שיפוע המשיק החשיבו כשיפוע . המרחק ביו הנקודות יותר ויותרהקטנת תוך , נקודות

  .העקומה וקראו לתהליך זה גזירה

. במהלך זמן רב מתמטיקאים התייחסו אל שתי הבעיות האלה כבעיות נפרדות לחלוטין

הראו גם ניוטון וגם לייבניץ ששתי הבעיות קשורות בקשר  71 -לקראת סוף המאה ה

הוא תהליך הפוך ( מציאת השטח מתחת לגרף)האינטגרציה הם הראו שתהליך . עמוק

מעכשיו יכלו המתמטיקאים (. המשיק לגרף של פונקציהשיפוע מציאת )לתהליך הגזירה 

                       .להשתמש בחוקי הגזירה על מנת לחשב שטחים מתחת לכמה עקומות מסובכות

יבניץ המשיכו במאבק על זכות ניוטון ולי, שמתמטיקאים רבים חגגו את התגלית שעהב

בימינו . ויכוח גם לאחר מותםווממשיכי דרכם המשיכו את ה, סטורייהראשונים לגילוי הה

סטוריונים שניוטון ולייבניץ גילו את המשפט היסודי של ישוררת הסכמה בקרב הה

 . והוא קרוי על שם שניהם, החשבון הדיפרנציאלי והאינטגרלי באופן בלתי תלוי

                                                           
 

1
 .Caroline Yoonעל ידי  ,זילנד-ניו, תורגם מתוך פעילות שפותחה באוניברסיטת אוקלנד 

 1איור 

 גוטפריד לייבניץ אייזיק ניוטון

 (א) המשפט היסודי של החשבון הדיפרנציאלי והאינטגרלי

פונקציה רציפה על  fאם  ,a b , הפונקציה אזF  המוגדרת

 ידי-על   
x

a

dttfxF  לכלbxa  היא רציפה ב-  ,a b ,

 -גזירה ב ba,,  ומקיימת   'F x f x. 



047 

_____________________________________________________________________________________ 
 הטכניון -דידקטי למורה -ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                     גרלי     חשבון אינט

  יסודות מתמטיים – אינטגרל בלתי מסוים –דומה פונקציה ק

. הנגזרת הפונקציהדרך  ,כלומר, עד כה עסקנו בחקירת פונקציות ממשיות דרך חקירת קצב ההשתנות שלהן

  .הנגזרת שלה אשר הפונקציה הנתונה היאפונקציה  נחפש, בהינתן פונקציה. בפרק זה נחקור את הקשר ההפוך

  הגדרה

)פונקציה  )F x נקראת פונקציה קדומה לפונקציה נתונה ( )f x  אם( ) ( )F x f x   לכלx  בתחום של( )f x. 

)4, לדוגמה ) F x x  3היא פונקציה קדומה של( ) 4f x x  כי 
'

4 34x x. 

)מקור השם פונקציה קדומה הוא בכך שהפונקציה  )f x מתקבלת מ- ( )F x ובמובן זה , ידי גזירה-על( )F x 

 .xf)( -קודמת ל

)4האם  )F x x  34היא הפונקציה הקדומה היחידה של)( xxf  ?לכל מספר קבוע . כמובן שלאC , הפונקציה

CxxF  )(34גם היא פונקציה קדומה של  )(4 xxf . 

 .המשפט הבא עוסק בקשר בין פונקציות קדומות לפונקציה נתונה

 משפט

 :אזי ,xf)(לפונקציה נתונה  הפונקציה קדומ היא xF)(אם 

CxF: כל פונקציה מהצורה. א )( היא פונקציה קדומה שלה. 

CxFמשפחת הפונקציות אז  (או הישר כולו, קרן, קטע) הוא קשיר xf)(אם התחום של פונקציה . ב )(  כוללת

 .xf)(קציות הקדומות של הפונקציה את כל הפונ

 הוכחה

 .ההוכחה של הסעיף הראשון היא מידית. א

תהיינה . קשיר xf)(התחום של יהי . ב F x ו- )(xG  שתי פונקציות קדומות של)(xf . את פונקציית נגזור

)ההפרש  ) ( )G x F x.  

                    :בתחום הפונקציה xלכל  
'

( ) ( ) '( ) '( ) 0G x F x G x F x     

)כיוון שהנגזרת של פונקציית ההפרש  ) ( )G x F x  מתאפסת בכל נקודה בתחום קשיר נוכל להסיק שפונקציית

) 2בועהההפרש היא פונקציה ק ) ( )G x F x C  .במילים אחרות :( ) ( )G x F x C  

 הערה

  לכל פונקציהכי  ,נובעמשפט הטענה א של מ f x אין לה אף פונקציה שאו : אחת משתי האפשרויותמתקיימת

 . יש לה אינסוף פונקציות קדומותשאו  ,קדומה

                                                           
2
 760עמוד  אור 
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 דשאלת העמקה וחידו      

 תישאר תקפה ללא התנאי שהתחום שללעיל משפט ההאם טענה ב של  f x קשיר ? 

 תשובה

פונקציה אמצעות הב אתנדגים ז. תנאי זה הכרחי לנכונות הטענה, לא 
1

f x
x

 . התחום של פונקציה זו הוא

   ,0 0,   . הפונקציה 
1

f x
x

  רציפה בכל נקודהx תחום זה מורכב משני קטעים נפרדים. בתחום זה 

הפונקציה . ואינו קשיר  lnF x x פונקציהוה 

ln , 0
( )

ln 1, 0

 
 

 

x x
K x

x x
 

שתיהן פונקציות קדומות של  
1

f x
x

 תקבלות זו מזו על ידי הוספת קבועאך הן אינן מ. 

 

 שאלת  העמקה וחידוד        

לפונקציה  איך ניתן לתאר את מכלול הפונקציות הקדומות 
1

f x
x

?   

 תשובה

  :הנוסחה המפוצלת

 
  1

2

ln , 0

ln ,       0

x C x
F x

x C x

   
 

 
 

1בה  2,C C מתארת את כל הפונקציות , זה בזהבלתי תלויים , קבועים שרירותיים

-הקדומות ל 
1

f x
x

. 

 

 העמקה וחידוד שאלת        

')(פניכם גרף המתאר את פונקצית הנגזרת ל xf של הפונקציה )(xf .רטטו ס

xf)(רציפהפונקציה סקיצה אפשרית של  וסמנו  ,א0ה לנגזרת שבאיור שמתאימ  

 .נמקו. את נקודות הקיצון ואת נקודות הפיתול

 אפשריתתשובה 

 גרף הפונקציה ב מציג את 0איור 


















xxx

xxx

xxx

xxxf

486

4286

286

86)(

2

2

2

2  

2כיוון שהנגזרת יורדת בתחום  .א0באיור  נתונהשנגזרתה  x 4   ויורדת

.שלהיצון של פונקציה זו הן גם נקודות פיתול נקודות הק, בתחומים החלקיים האחרים

 א2איור 

 ב2איור 

0 
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 הערה

 דגימה הפונקציהכפי שמ 
1

f x
x

מוגדרות בתחום שאינו קשיר ובכל זאת יש להן פונקציה הקיימות פונקציות , 

לא נרחיב כאן . יחד עם זאת לא לכל פונקציה שמוגדרת בתחום שאינו קשיר קיימת פונקציה קדומה. קדומה

 .בנקודה זו

 מונחים וצורות רישום

 .אינטגרציהמוצאים פונקציות קדומות נקרא התהליך באמצעותו 

אוסף כל הפונקציות הקדומות של  f x  של  אינטגרל בלתי מסויםנקרא f x ומסומן  f x dx.  

לתי מסוים של האינטגרל הבאומרים כי  f x אם ורק אם האוסף של פונקציות קדומות של  ,קיים f x  אינו

 -ל ,כלומר, ריק f x קיים אומרים כי אינטגרל זה אינו אחרת. אחת לפחות, יש פונקציה קדומה.  

קציה נהוג לסמן פונקציה קדומה לפונ f x ב- ( )F x . 

 . סכום sum -האות הראשון במילה , מסוגננת S הוא אות( סימן האינטגרל) הסימן

פונקציה ה f x  הרשומה באינטגרל  f x dx  אינטגרנדנקראת. 

אם  F x  היא פונקציה קדומה של f x , אז הביטוי f x dx של  דיפרנציאלהוא ה F x3: 

     dF x F x dx f x dx  

 .xהמשתנה של הפונקציה הוא בסימן האינטגרל ניתן ללמוד ש dxמהרישום 

2, למשל 33ax dx ax c  2 ואילו 2 23
3

2
ax da a x c  .במקרה הראשון x הוא משתנה ו- a הוא קבוע .

 .נרחיב על הסימנים ומשמעותם בהמשך הפרק .הוא קבוע x -הוא משתנה ו aבמקרה השני 

 נובעים ישירות מהנגזרות המוכרות המציגה אינטגרלים מידיים  7טבלה 

7. dx x C  8. sin cosxdx x C   

0.  
1

    1
1

a
a x

x dx C a
a



   
 9. cos sinxdx x C  

0. 2

1 1
dx C

xx
   75. 2

cot
sin

dx
x C

x
   

4. 
1

2dx x C
x

  77. 2
tan

cos

dx
x C

x
  

0. 
1

lndx x C
x

  70. 2
arcsin( ) arccos( )

1

dx
x C x C

x
    


 

6. 
x xe dx e C  70. CxarcCx

x

dx



)cot()arctan(

1 2
 

1.     0
ln

x
x a

a dx C a
a

    
 

                                                           
3
 700עמוד  ראו 

 1טבלה 
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, בעוד שמציאת הנגזרת מתבצעת באמצעות חוקים ברורים. מציאת פונקציה קדומה היא פעולה הפוכה לגזירה

מציאת הפונקציה הקדומה מתבצעת , מאפשרים לגזור כל פונקציה אלמנטרית בנקודות בהן הפונקציה גזירהה

ת שיטות עקיפות בחלק מהמקרים האחרים נדרשו. ד מהמקריםובאמצעות חוקים הפוכים רק בחלק קטן מא

ובמרבית המקרים לא ניתן כלל לייצג את הפונקציה הקדומה באמצעות פונקציה , למציאת הפונקציה הקדומה

 .אלמנטרית

 נובעים מחוקי הגזירההבסיסיים חוקי אינטגרציה 

 מתוך : ( ) ( ) ( ) ( )


   f x g x f x g xמקבלים : ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      

 מתוך : ( ) ( )


af x af xליםמקב : ( ) ( ) af x dx a f x dx 

 מתוך : ( ) ( )


  F ax b aF ax bנובע: 

   
1

f ax b dx F ax b C
a

    ,כאשר :   f x dx F x C  

הרי שאין חוקים , כמו גם לפונקציות מורכבות, למרות שקיימים חוקי גזירה למכפלות ומנות של פונקציות

 . לאינטגרציה של פונקציות מסוגים אלו

 .בהמשך הפרק נציג שיטות אינטגרציה שיכולות לתמוך במציאת פונקציה קדומה במקרים כאלה

 

 נושא הפונקציה הקדומה והאינטגרל הבלתי מסויםהגשה דידקטית של 

ולחוקי  המשימות הבאות מגישות באופן הדרגתי את המושגים הבסיסיים הקשורים לחיפוש פונקציה קדומה

המהלך הדידקטי מוארות סוגיות משמעותיות הקשורות למושגים  באמצעות .ו לעילהאינטגרציה הבסיסיים שהוזכר

  .המתמטיים הנזכרים בפרק

 זרעי אינטגרלים: 1פעילות 

 .h -ו f ,gות קצישל הפונ יםאפשרי פיםהציעו גר –h' -ו f ,'g' פים של פונקציות נגזרותגר ניםנתו

 3איור 

 הפעילות על

ואת העובדה שהזזה אנכית של , הפעילות נועדה להדגיש את קיומן של פונקציות קדומות שונות לאותה הפונקציה

 .לכן אינה משנה את הנגזרתו, אינה משפיעה על שיפועי המשיקים שלה( הוספת קבוע)הפונקציה 

או , שיקולים איכותניים המתבססים על סימן הנגזרת בלבד ידי-עלניתן למצוא  g -ו fאת הגרפים של הפונקציות 

יש להניח . למצוא תחילה את כלל ההתאמה של הפונקציה הנגזרת ובעזרתו לחפש את הפונקציה הקדומה

ולכן יענו על השאלה מתוך שיקולים איכותניים  h'מתאים לפונקציה התלמידים לא יחפשו תחילה ביטוי אלגברי ש

 .או במהלך הוראת הנושא ,הפעילות לפני הכניסה לנושא האינטגרליםמתאים לשלב את . בלבד

'f 'g 'h 
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  הצעת פתיחה – לפונקציה נתונהיפוש פונקציה קדומה ח: 2 פעילות 

אל משימת תחילה מומלץ להתוודע  ,קדומההסימול המתמטי לפעולת החיפוש של פונקציה בשל המורכבות של 

 . ללא הסימול, אשר נגזרתה נתונה, החיפוש של פונקציה

 אפשר, ולאפשר לתלמידים לגלות את כללי האינטגרציה בעצמםכדי ליצור סקרנות . משימת פתיחה לנושאלהלן 

 םהמשימה מוצגת באופן מתאים לתלמידי ".פונקציה קדומה"המושג ת הנושא ולפני הצגת הצגלבצע אותה לפני 

  .אך קל להתאימה גם לתלמידים אחרים, מתקדמים

יש  ,בעמודה השמאלית ,בהמשך השורהבתא המתאים . בעמודה הימנית שלה מופיעות פונקציות. לפניכם טבלה

  .רתה רשומה מימיןנגזפונקציה אשר לרשום את ה

 פונקציה אשר נגזרתה מופיעה בעמודה הימנית ונקציה הנגזרתהפ

( ) 1f x דוגמה:      ( )F x x או :( ) 5F x x  

( )f x x  
2( )f x x  

3( )f x x  
4( )f x x  
5( )f x x  

( )  nf x x ,n טבעי  

 

): למסקנה כי פונקציה שנגזרתה היא מהצורה בקלות מובילותשש הדוגמאות המופיעות  ) nf x x ,n היא, טבעי :
1

( )
1

nx
F x

n






 ,n פונקציה קדומה" :לפונקציה אשר אנו מחפשים לפי הנגזרת שלה קוראים .טבעי."  

כבר , שכן, הגזירה –ידי ביצוע הפעולה ההפוכה שלה -חשוב להדגיש כי אפשר לבדוק את פעולת האינטגרציה על

 :נאמר קודם

)פונקציה  )F x לפונקציה נתונה  פונקציה קדומה נקראת( )f x,  אם( ) ( ) F x f x  לכלx  בתחום של( )f x. 

 

 הערות

ולעבור  2xלהתחיל מחיפוש הפונקציה שנגזרתה בכיתות רבות כדאי 

מסגרת ב .פונקציות מוכרותשהן נגזרות ישירות של , לנגזרות נוספות

יון בטבלה יוביל גם למסקנה כי הד.  4אפשרי מהלך של דיון פיעמו

הרי שהיא , אם היא קיימת, הפונקציה הקדומה של פונקציה נתונה

הפונקציות הקדומות של פונקציה נתונה נבדלות . בהכרח אינה יחידה

)אם . זו מזו בקבוע )F x אז כל  נתונה לפונקציה פונקציה קדומה היא

): נקציה מהצורהפו ) F x C היא פונקציה קדומה שלה.

                                                           
4
 .788הצעה מורחבת בעמוד  

 2טבלה 

 .פונקציה שהנגזרת שלה" תנו לי" -
2' 3y x. 

 ...ועוד אחת  -
 ...ועוד אחת  -

 
 ?אפשר לתת להן שם משפחה -
 
הפונקציות שהצעתם נבדלות במספר  -

מה אפשר לומר על הגרפים . קבוע
 ?שלהן

רשמנו יש אותה לכל הפונקציות ש -
מה משמעות הדבר מבחינה : נגזרת
מה אפשר לומר על שיפועי ? גרפית

 .xהמשיקים בנקודות עם אותו שיעור 
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 תרגילים ותפקידיהם

אך לא זכו לתשומת לב , לעילשהוזכרו , עם סוגיות קטנותנו תומדורגים ומפגישים אלהלן התרגילים המוצעים 

  .מספקת

7x: תרגיל חזרה קצראפשר להתחיל עם   - dx, הפעלה ישירה של החוק מהווהו שנועד לחימום. 

 :בהם יש להשתמש בחוקי חזקות, ליישום החוקוממנו להמשיך לתרגילים נוספים    

2.5 2
1.5 2

2.5 5

x x x
x xdx x dx C C      

2
3

3 2

1 1

2 2

x
dx x dx C C

x x


     

  

 :כגון, מתמקדים בצורות כתיבה שונות של האינטגרלהתרגילים   -
4

,
dx dx

x x ; 

 ;בסמל האינטגרל הלא מסוים d תפקיד של האותת האלהדגיש  שנועדותרגילים   -

 :מתפקדת כקבוע tוהאות , xמשתנה האינטגרציה הוא  הםב יםתרגיל  -  tdx tx C;  

: xתרגילים בהם משתנה האינטגרציה אינו   -
2

2

t
tdt C  ,

2

2
 

a
ada C; 

: ת כקבועשמשמ xוהאות  tתרגיל בו משתנה האינטגרציה הוא   -  xdt xt C. 

: עם דגש על מספר חופשי, סכום והפרש של יותר משני מחובריםאינטגרל של   -
6

5
2 1x dx

x

 
  

 
; 

: ש פונקציות גם כאשר מחפשים פונקציה קדומה למכפלהשימוש באינטגרל לסכום והפר  -   1 3x x dx  ,            

 
2

4 1 x dx .יש להדגיש שלא קיים חוק אינטגרציה למציאת פונקציה קדומה של מכפלה או מנה. 

: ולכן, במספר ההופכיחילוק בקבוע שקול לכפל אינטגרל של   -
5 2 2

6

x x
dx

 
. 

: אחדים מחובריםהפרדת קו שבר לאינטגרל בו קיימת   -
5

2

2 2 


x x
dx

x
. 

 פונקציה קדומה מציאת 

)לכל פונקציה  )f x משפחה של פונקציות קדומות  קיימת( ) F x C . 

אחת התכונות . הזזה אנכית ידי-עלכל פונקציה קדומה מתקבלת מפונקציה קדומה אחרת 

 .אינם נחתכיםשגרפים אלה  ,הזזה אנכית היא ידי-עלמתקבלים זה מזה השל גרפים 

משפחה של פונקציות קדומות לפונקציה גרפים של פונקציות ששייכות למציג  4 איור

ירים יכולה צנשים לב כי נקודה במערכת ה. ד הגרפים מסומנת נקודהעל אח. כלשהי

 4איור   .של הפונקציות במשפחהלהתאים רק לאחד מן הגרפים 
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במקרה . לה עובר דרך נקודה נתונהשפונקציה קדומה אשר הגרף  xf)(לעתים אנו מעוניינים למצוא לפונקציה 

  .Cמשימה זו כרוכה במציאת קבוע האינטגרציה . רק אחת מן הפונקציות הקדומות מתאימה, זה

  דוגמה

: ציה אשר מקיימת את התנאים הבאיםמהי הפונק
4 6

( )
5


 

x
F x ,(0) 4F . 

 .Cלמציאת קבוע האינטגרציה , למעשה, משימה זו מכוונת

: פתרונה 
2

24 6 1 1 2 6
( ) (4 6) 4 / 2 6

5 5 5 5 5

x x x
F x dx x dx x x C C


          

)0(4 :נציב F ,4 ונקבלC. מכאן שהפונקציה היא :
22 6

( ) 4
5 5

  
x x

F x. 

 (הפונקציה הפנימית לינארית)מורכבת פונקציה קדומה של פונקציה 

: בין השאר הופיע בה האינטגרל הבא. 040בעמוד ניזכר ברשימת התרגילים  
2

4 1x dx .כדי לבצע את 

נטגרל כך יכולנו לחשב את האי. שהיה כתוב כפונקציה מורכבת, דאת האינטגרנ האינטגרציה פישטנו

 216 8 1x x dx  אך מה נעשה אם נידרש לאינטגרל הבא. באמצעות כללי האינטגרציה המוכרים לנו :

 
10

4 1x dx ?כנראה שלא? האם גם אז נפתח סוגריים . 

 : אנו נשתמש בעובדה שהנגזרת של פונקציה לינארית היא מספר קבוע ונקבל את הכלל הבא

אם    f x dx F x C   אז   
1

f ax b dx F ax b C
a

   . 

 : אפשר להצמיח את הכלל באופן הבא

 נבקש לחשב את האינטגרל 
2

4 1x dx בלי לפתוח סוגריים . 

 :היא( איננה נכונה שכמובן)הצעה שכיחה  
 

3

2 4 1
4 1

3

x
x dx C


  . 

 :ותניסיון לאמת את ההשערה באמצעות גזירה מצביע על הטע
 

 

'
3

34 1
4 4 1

3

x
x

 
    
 
 

. 

 .של הפונקציה המקורית 4 -קל לראות שהנגזרת שהתקבלה היא כפל ב

: למשל, כדאי להציע דוגמאות נוספות, לקראת הכללה

2

5
2

x
dx

 
 

 
. 

8 :בשלב זה מתאים לשלב תרגילים מהסוג xdx ,
8

dx

x,  
4

3 1

dx

x 
, xdx. 

ולפונקציות מעריכיות  ,להפוכות להן, לאחר הכרת הפונקציות הקדומות לפונקציות טריגונומטריות, בהמשך

 .ניתן לשלב תרגילים דומים גם עבורן, ולוגריתמיות
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 שאלת חידוד והעמקה       

הפנימית ליניארית מתאים גם כאשר הפונקציה  האם הכלל המתאים לגזירת פונקציה מורכבת שבה הפונקציה

 ?הפנימית אינה ליניארית

: נחשוב למשל על הפונקציה 
3

2( ) 1f x x . 

 . הפונקציה הזו היא הרכבה של העלאה בחזקה שלישית על פונקציה ריבועית

האם הפונקציה 
 

4
2 1

( )
4 2

x
G x

x





 ? היא פונקציה קדומה שלה 

 -ולראות שנגזרתה שונה מ xG)(ניתן לגזור את . ליתהתשובה כמובן שלי 
3

2( ) 1f x x . 

 .על פונקציה לינארית כלשהיהכלל נכון רק להרכבה של פונקציה 

 

 לפולינומים המוצגים כפונקציות רציונאליותות קדומ ותפונקצי

על ( שלמה ורציונאלית)הן הרכבה של פונקציות חזקה עד כה מצאנו פונקציות קדומות לפולינומים ולפונקציות ש

: לפונקציה כדוגמת גם הצלחנו למצוא פונקציה קדומה. פונקציה לינארית
7 5 2

4

5 2 3
( )

2

x x x
f x

x

 
 ,ידי ביצוע -על

להלן שיטה שיכולה לעזור במציאת פונקציה קדומה לפונקציה . שבמכנה לביטויהחילוק בין הפולינום במונה 

אשר המעלה של הפולינום במונה גבוהה בה מהמעלה של הפולינום , נה של שני פולינומיםמ –רציונאלית 

 . שבמכנה

: ברצוננו למצוא את
2 1

1

x
dx

x



 .מתלכד עם הפונקציה הלינארית דכאן ברור שהאינטגרנ :( ) 1f x x ,  פרט

)לנקודה בה  1)x   .לכן נוכל לרשום: 
2 21

( 1) , ( 1)
1 2

x x
dx x dx x C x

x


      

 . 

 . לצמצום השבר לעתים אנו נדרשים לפעולה של חילוק פולינומים
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 פונקציה קדומה בשיטת ההצבהמציאת 

 דונקציה ונגזרתה באינטגרנזיהוי פ

 :באוסף הפונקציות ונחפש את המשותף להןנתבונן 

 
3

2 3( ) 3 2f x x x  ,

 

2

3
3

3
( )

2

x
g x

x





 ,2 3( ) 3 2h x x x  ,
2

3

3
( )

2

x
k x

x



 

)3: הפונקציה: קל לזהות בכולן שני מרכיבים ) 2u x x  2: ונגזרתה( ) 3u x x  .אם כך ניתן לרשום: 

 
3

( ) ( ) ( ) f x u x u x ,
 

3

( )
( )

( )




u x
g x

u x
 ,( ) ( ) ( ) h x u x u x ,

( )
( )

( )




u x
k x

u x
 

מלמדת שהפונקציה באינטגרנד היא נגזרת של פונקציה  פונקציה מורכבת השרשרת לגזירתעם כלל  כרותיהה

 :מורכבת

   
   

4
34

3 32 3
2( )

( ) 3 2 ( ) ( )
4 4

xu x
f x dx x x dx u x u x dx C C


          

   
 

 

2
( 3)

3 3 2
3 3

3 ( ) 1
( ) ( ) ( )

( )2 2 2

x u x
g x dx dx dx u x u x dx C

u xx x


    

 
    

   
3/2

33/2

2 3
3 23 ( )

( ) 3 2 ( ) ( )
2 2

xu x
h x dx x x dx u x u x dx C C


          

2
3

3

3 ( )
( ) 2 ( ) 2 2

( )2

x u x
k x dx dx dx u x C x C

u xx


      


   

 . שיטת ההצבה :הנקראת הזיהוי של פונקציה ונגזרתה באינטגרנד הם הבסיס לשיטת אינטגרציה

 

 יסודות מתמטיים – שיטת ההצבה

באינטגרל  xהמשתנה  f x dx  בכל המקרים שפגשנו עד כה. משתנה אינטגרציהנקרא x  היה משתנה

: כלשהואלא בשם  xתנה זה לא בשם כל התוצאות שהתקבלו נשמרות אם נקרא למש, ללא ספק. בלתי תלוי

, ,s t u .אם , למשלu אז משתנה בלתי תלוי: 
3

2

3

u
u du C  

 ?פונקציה יהיה uהאם נוסחה זו תישאר תקפה אם המשתנה 

  :המשפט הבא ידי-עליובית לשאלה חשובה זו ניתנת התשובה הח
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 משפט

תהי  ,משתנה בלתי תלוי xיהי  f x ותהי  ,פונקציה רציפה F x פונקציה קדומה ל- f x . 

 אם u u x  פונקציה גזירה שלx ,אז: 

   f u du F u C  

 

 

 הוכחה

 :פי הנתון-על

   F x f x  

 :לנגזרת של פונקציה מורכבתכלל השרשרת  פי-על ,מכאן

           
x u

F u F u u x f u u x       

הפונקציה  ,כלומר  F u x  פונקציה קדומה לפונקציה היא    f u x u x . 

 :לכן

       f u x u x dx F u x C   

 -היות ו u x dx du , 5בצורה הבאה לעיל ניתן לרשום את האינטגרל.  

   f u du F u C  

 .בכך הוכחה טענת המשפט

 

 

 הערה

 xמשתנהמחליפים את הנשארת תקפה כאשר  בסיסייםהלים אינטגרהכל נוסחה בטבלת  משפטה פי-על

 ,למשל (.פונקציה)בלתי תלוי או תלוי , במשתנה אחר בנוסחה זוש

 
1

   1
1

a
a u

u du C a
a



   
  

uכאשר  x,  כאשרsinu x,  כאשרlnu x וכו'. 

 

שיטה זו מתוארת . מעבר למשתנה חדש ידי-עלמציאת אינטגרל בלתי מסוים  שיטת עבור משפט מהווה בסיסה

 .ומודגמת להלן

 

                                                           
5
 .700דיון בנושא הדיפרנציאל בעמוד  ראו 
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אינטגרל  שיטת מציאת  f x dx מעבר ממשתנה המוצא  ידי-עלx  למשתנה חדשu 

 מגדירים .א u x ( לפי הצורך)או /ו x u. 

מוצאים  .ב du x dx ( לפי הצורך)או /ו dx u du . 

u,על סמך הקשרים בין המשתנים  .ג x  ובין הדיפרנציאלים,du dx  עוברים באינטגרל המוצא למשתנה חדשu . 

 .כאילו משתנה זה בלתי תלוי u מוצאים אינטגרל במשתנה .ד

 .xבתשובה חוזרים למשתנה  .ה

 1 הדוגמ

sin                                                         :ומצא cosxe xdx 

 פתרון ישיר

היא הפונקציה הקדומה של  xesin -ומכאן ש  ,xesinתוך האינטגרנד ניתן לזהות נגזרת של הפונקציה המורכבת ב

 :מכאן .הפונקציה באינטגרנד

Cexdxe xx 
sinsin cos 

 בשיטת ההצבה פתרון

. לא תמיד הזיהוי שלה פשוט כמו בדוגמה הנוכחית, הפונקציה של הפונקציה באינטגרנד היא פונקציה מורכבתכש

 .או החלפת משתנה, לעתים אנו נזקקים לשיטה שנקראת שיטת ההצבה

 :שלה ונמצא את הדיפרנציאל xכפונקציה מתאימה של  u אתנגדיר 

xu sin 

x
dx

du
xu cos)('  

xdxdu cos 

 :מכאן
sin sincos   x u u xe xdx e du e C e C       

 2 הדוגמ

  :ומצא

 
3

1 x dx 

 פתרון

. ולכן נמצא את האינטגרל בשיטת ההצבה בלבד ,בדוגמה זו הזיהוי של האינטגרנד כפונקציה מורכבת אינו מידי

 :נגדיר

u x. 

 :מכאן
2x u 

'( ) 2
dx

x u u
du

  

ududx 2 
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 :xנמצא את האינטגרל החדש ונחזור למשתנה , uנעבור באינטגרל המוצא למשתנה 

     
3 3 2 3 4

2 5 2
3 4 2

1 1 2 2 3 3

3 3 2
2 2

2 4 5 2 5

x dx u udu u u u u du

u u x x
u u C x x x x C

      

 
          

 

  
 

 3 הדוגמ

 חישוב האינטגרל
2 1

x

x

e
dx

e  

 :בשיטת ההצבה פתרון

 : ונמצא את הדיפרנציאל שלה xכפונקציה מתאימה של  u נגדיר
xu e 

xe
dx

du
xu )(' 

xdu e dx 

 :מכאן

 2 2

1
arctan arctan

1 1

x
x

x

e
dx du u C e C

e u
    

   

 

 4דוגמה 

                     :הראו באמצעות שיטת ההצבה שמתקיים. א
2

1

( 1) 1

x

x x

e
dx c

e e
  

 . 

                                        :גזירה שמתקיים ידי-על והרא. ב
2( 1) 1

x x

x x

e e
dx c

e e
 

 . 

 ?כיצד תסבירו את ההבדל בין התשובות. ג

 

 הערות

 שיטת  או שיטת החלפת משתנה נקראתמעבר למשתנה חדש  ידי-עלמציאת אינטגרל בלתי מסוים ה לשיטה

 .הצבה

 את  לבטא –ולפעמים להפך  ,בביצוע השיטה לפעמים נוח לבטא משתנה חדש כפונקציה של משתנה המוצא

מצב זה משתקף בתיאור  .ולפעמים יש צורך בשני הביטויים האלה, משתנה המוצא כפונקציה של משתנה חדש

 .של השיטה לעיל ב -ו שלבים א

 

אשר  ,קבלת אינטגרל יותר פשוט היא ,חדש באינטגרל נתון למשתנה נציין כי המטרה במעבר ממשתנה מוצא

את המשתנה החדש יש לבחור . מידית על סמך טבלת אינטגרלים בסיסייםאותו ניתן למצוא , במקרה הטוב ביותר

 ". טעייה וניסוי" של אף בדרךו שוניםמך שיקולים על ס, בהתאם למטרה זו
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 פונקציות טריגונומטריות ל ותקדומ ותפונקצי

 :כרות עם הנגזרות של הפונקציות הטריגונומטריות מקבליםימתוך הה

sin cos   xdx x C,  cos sin  xdx x C 

  
2

cot
sin

dx
x C

x
  ,  

2
tan

cos
 

dx
x C

x
 

 . האינטגרלים הבסיסיים הללו נחפש פונקציות קדומות לפונקציות טריגונומטריות נוספות באמצעות

2sin: על מנת למצוא שימוש בזהויות טריגונומטריות: 1דוגמה  xdx ,2cos xdx. 

להתייחס אל מדוע לא אך . שתמש בשיטת ההצבהלא נוכל לה, פונקציה ונגזרתה אינטגרנדכיוון שאיננו מזהים ב

 :עולות הצעות כדלקמן ,בדרך כלל ?הפונקציות כהעלאה בחזקה של פונקציה טריגונומטרית

 (א)
3

2 sin
sin

3
 

x
xdx C     ( ב)    : או

3
2 sin

sin
3cos

 
x

xdx C
x

 

ן אינן שה, כמובן, ירה מראהידי גז-בדיקה עלאך , הצעות אלה נשענות על הרחבה של חוקי אינטגרציה קיימים

)sinמתייחסת אל הפונקציה  (א)ה חשוב להדגיש שהצע. מתאימות )x כאל המשתנה x  ומתעלמת מכך שהוא

ובדה שזוהי הרכבה של אך מתעלמת מהע, מתייחסת אל הפונקציה כאל הרכבה( ב)הצעה  .xבעצמו פונקציה של 

)sinכיוון שהפונקציה . יה על פונקציה טריגונומטרית ולא על פונקציה לינאריתיחזקה שנ )x הרי , אינה לינארית

 .שלא ניתן להשתמש בחוק זה

לפונקציה  אינטגרנדהשיטה לביצוע האינטגרציה במקרה שלנו היא שימוש בזהות טריגונומטרית שתמיר את ה

כלל עבורה נוכל להפעיל , שתהיה הרכבה של פונקציה טריגונומטרית על פונקציה לינארית, יגונומטרית אחרתטר

 .אינטגרציה מוכר

 : נשתמש בזהות לקוסינוס של זווית כפולה ונקבל

,2 1 cos2 sin 2
sin

2 2 4

x x x
xdx dx C


     

.2 cos2 1 sin 2
cos

2 2 4


    

x x x
xdx dx C 

 : שימוש בזהות טריגונומטרית: 2דוגמה 
2 2

2

2 2 2

sin 1 cos 1
tan 1 tan

cos cos cos

x x
xdx dx dx dx x x C

x x x

     
           

    
    

 :שימוש בשיטת ההצבה :3דוגמה 
5

sin

cos

xdx

x 

cosu :נסמן, כיוון שמזהים פונקציה ונגזרתה x ,sin du x , 

                                    :לכן
5 5 4 4

sin 1 1

cos 4 4cos

xdx du
C C

x u u x


     . 
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 :שימוש בשיטת ההצבה: 4דוגמה 

 
2

2

sin 2

5 cos

xdx

x
 

 :אינטגרנדנשים לב שאפשר לזהות פונקציה ונגזרתה ולהביע באמצעותן את ה גם כאן

25 cos u x ,2cos sin sin 2   du x xdx xdx  

 :לכן

 
2 2 2

2

sin 2 1 1

5 cos5 cos

xdx du
C C

uu xx


    


 . 

 הנובעות מהפונקציות ההפוכות לפונקציות הטריגונומטריות ותקדומ ותפונקצי

 :הטריגונומטריות ההפוכות למדנובפרק הנגזרות של הפונקציות 

2

1
arcsin ( )

1
 


x

x
  ,

2

1
arccos ( )

1
  


x

x
 

2

1
arctan ( )

1
 


x

x
  ,

2

1
cot'( )

1
arc x

x
 


 

 :נוכל לטעון, לפיכך

7. 
2

arcsin( )
1

dx
x C

x
 


    0    :או .

2
arccos( )

1

dx
x C

x
  


 

0 .
2

arctan( )
1

dx
x C

x
 


 .4     : או    

2
cot( )

1

dx
arc x C

x
  


 

 

פונקציה קדומה של הפונקציה 
1

( )f x
x

 

)כרות עם הנגזרת של הפונקציה ימתוך הה ) ln( )F x x , הרי ברור שנרצה להציע

 -אותה כפונקציה קדומה ל
1

( ) f x
x

אלא שכדאי לשים לב להבדל בין תחומי . 

הפונקציה . נקציותההגדרה של שתי הפו
1

( ) f x
x

מוגדרות בכל אחת מהקרניים  

 .ואילו הפונקציה הלוגריתמית מוגדרת רק בקרן החיובית שלו, x -של ציר ה

נביט בגרף של 
1

( ) f x
x

                                                                                                                                                              .(0איור ) 

                              .0x: ויורדת ושלילית בתחום 0x: יורדת וחיובית בתחום הפונקציה

ויורדת וקעורה כלפי מטה  ,0x: צריכה להיות עולה וקעורה כלפי מטה בתחוםלפיכך פונקציה קדומה לה 

 .0xבתחום 

)כיוון שברור שהפונקציה  ) ln( )F x x היא פונקציה קדומה בקרן החיובית של ציר ה- x , הרי שטבעי לחפש

 .קציה קדומה לתחום המשליםבעזרתה פונ

 5איור 
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: מתקיים   
1 1

( ) ln( ) ( 1)
( )

 
      


F x x

x x
): הפונקציה  ) ln( )  F x xמוגדרת בקרן השלילית של הציר. 

 -נוכל להציע כפונקציה קדומה לכן  על
1

( ) f x
x

: את הפונקציה 
ln( ) , 0

( ) ln
ln( ) , 0


  

 

x x
F x x

x x
 (.6איור  ראו) ,

ln: כלומר
dx

x C
x
 . 

נדגיש כי כתיבה זו מקוצרת ויש בה צמצום מסוים של אוסף 

הפונקציות הקדומות של 
1

( ) f x
x

. 

העובדה שהפונקציה 
1

( ) f x
x

, רציפות-בעלת נקודת אי 

להציע לכל ענף שלה פונקציה קדומה בעלת , למעשה, מאפשרת

 .רקבוע השונה מזה שיופיע עבור הענף האח

לכן המשפחה השלמה של הפונקציות הקדומות של 
1

( ) f x
x

  

   :היא
1

2

ln( ) , 0

ln( ) , 0

x C xdx

x C xx

 
 

  
 . 

 תרגילים 

: מצאו את אוסף הפונקציות הקדומות של. 1
2

2

2 2
( )

1

 




x x
f x

x
.  

: כדי לבצע את האינטגרציה נבצע חילוק פולינומים ונקבל :פתרון
2

2 2 2

2 2 2 1
( ) 1

1 1 1

 
   

  

x x x
f x

x x x
. 

  :לכן
2

2 2 2

2 2 2

1 1 1

x x xdx dx
dx dx

x x x

 
  

      

עבור האמצעי נדרש הזיהוי . שני הקיצוניים הם אינטגרלים מידיים. נבצע אינטגרציה לכל אחד מהמחוברים בנפרד

  :של פונקציה ונגזרתה

1dx x C  

2
2

22 2

2 (1 )
ln(1 )

1 1

xdx x
dx x C

x x


   

   

32
arctan( )

1

dx
x C

x
 


 

 :נוכל לרשום

2
2

2

2 2
ln(1 ) arctan( )

1

x x
dx x x x C

x

 
    

 

 6איור 

x 

y 
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: מצאו את אוסף הפונקציות הקדומות של. 2
1 2

( )
2 1 3

f x
x x

 
 

. 

: לפי חוקי האינטגרציה נקבל: פתרון
1 2 1

ln | 2 1| 2ln | 3 |
2 1 3 2

dx x x C
x x

 
      

  
 

 

 פונקציה קדומה לפונקציה מעריכית

 :גזירהה מתוך חוק  ' lnx xa a a  0עבורa ,נקבל: 

ln

x
x a

a dx C
a

  ,וכמובן :x xe dx e C  

): מצאו את אוסף הפונקציות הקדומות לפונקציה :1דוגמה  )
1




x

x

e
f x

e
. 

נוכל להציג את הפונקציה . נשים לב שהמונה הוא הנגזרת של הביטוי שמופיע בתוך השורש אשר במכנה :פתרון

: כך
( )

( )
( )

u x
f x

u x


 ,כאשר :( ) 1 xu x e . לכן :

( )
2 ( ) 2 1

( )1

x
x

x

e dx u x dx
u x C e C

u xe


     


 . 

) :אוסף הפונקציות הקדומות לפונקציה מצאו את: 2 דוגמה ) 2 xf x . 

: האחת נשענת על הזהות: נוכל להציע שתי נקודות מבט לפתרון הבעיה: פתרון
1

2
2

x

x  
  
 

 : ובשל כך, 

1

1

1 2 22
2

12 ln 2ln 2
ln

2

x

x x x
xdx dx C C C

 




 
 

   
        

  
 
 

  

 :ובשל כך, ל כלל האינטגרציה של פונקציה מורכבת על פונקציה לינאריתנשענת ע השנייה

2 2
2

ln 2 ( 1) ln 2

x x
xdx C C

 
     

  

 :אוסף הפונקציות הקדומות לפונקציה מצאו את: 3 דוגמה
2 2

( )
2 2










x x

x x
f x. 

: נשים לב לקשר בין המונה למכנה :פתרון 2 2 ' 2 ln 2 2 ln 2x x x x    .נוכל להציג את הפונקציה כך :

( )ln 2
( )

( )

u x
f x

u x


  כאשר ( ) 2 2 x xu x ,לכן : 

2 2 ( )ln 2
ln 2ln | ( ) | ln 2ln(2 2 )

( )2 2

x x
x x

x x

u x dx
dx u x C C

u x







     

  

)sin :אוסף הפונקציות הקדומות לפונקציה מצאו את: 4 דוגמה ) cosxf x e x. 

): אם נסמן :פתרון ) sinu x x ,נקבל :sin ( ) ( ) sincos ( )     
x u x u x xe xdx e u x dx e C e C. 



001 

_____________________________________________________________________________________ 
 הטכניון -דידקטי למורה -ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                     גרלי     חשבון אינט

 אינטגרציה בשיטת החלקים

יחד עם זאת נוכל להיעזר בכלל הגזירה של מכפלה ולקבל . כי אין בנמצא כלל אינטגרציה למכפלת פונקציותראינו 

 .שיטת אינטגרציה התומכת במציאת פונקציות קדומות

: ניזכר בכלל הגזירה            
'

' 'u x v x u x v x u x v x . 

 :ולכן גם האינטגרלים שלהן שווים, שוותבשני האגפים פונקציות ה               dxxvxuxvxudxxvxu ''
'

. 

: נפריד את האינטגרל באגף ימין לסכום אינטגרלים              dxxvxudxxvxudxxvxu ''. 

: נעביר אגפים ונקבל              dxxvxudxxvxudxxvxu ''. 

 

 :מכאן

             u x v x dx u x v x u x v x dx C
 

     

כמכפלה של פונקציה  את האינטגרנדנוח להציג  במקרים בהםפונקציה קדומה מאפשרת למצוא הקיבלנו נוסחה 

הפונקציה הראשונה נוח לבצע אינטגרציה דווקא למכפלה של הנגזרת של ו, הינגזרת של פונקציה שניאחת ב

  .היבפונקציה השני

: עבור האינטגרלגם האינטגרציה יתקבל קבוע  בתהליךכיוון ש    u x v x dx


 , הרי שנהוג לאחד בין שני

 .וסחה בקיצורולרשום את הנ הקבועים

 : בחלקים נוסחת אינטגרציה

u vdx uv uv dx    

: מצאו את אוסף הפונקציות הקדומות של :1 דוגמה  xf x xe. 

): כאן נוח להגדיר :פתרון ) xu x e ,( )  xu x e ,( ) v x x ,( ) 1 v x. 

x: נקבל x x x xxe dx xe e dx xe e C     . 

 :נבחן שתי אפשרויות לאינטגרציה בחלקים

 אפשרות א

): נגדיר ) xu x e ,( )  xu x e ,( ) v x x ,( ) 1 v x. 

x: נקבל x x x xxe dx xe e dx xe e C      

 אפשרות ב

):נגדיר )u x x  ,
2

( )
2

x
u x ,( )  xv x e ,( )  xv x e. 

: נקבל
2 2

2 2

x x xx x
xe dx e e dx   

גדלה ולא קיבלנו אינטגרל  xבמקרה זה החזקה של 

 .פשוט יותר

     Cxvxu  
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 הערה

מתקבלת לעתים לאחר ניסוי  ,u' ומי כנגזרת vיוגדר כפונקציה  ממרכיבי האינטגרנדההחלטה איך לבחור מי 

 .ניתן לראות שרק אפשרות א יעילה 7בדוגמה  .וטעייה

): מצאו את אוסף הפונקציות הקדומות של: 2 דוגמה ) ln( )f x x. 

): כאן נוח להגדיר: פתרון ) u x x ,( ) 1u x  ,( ) ln( )v x x ,
1

( ) v x
x

. 

 :נקבל
1

1         ln xdx xln x x dx xln x dx xln x x C
x

. 

 

)3: מצאו את אוסף הפונקציות הקדומות של :3 דוגמה ) sin ( )f x x. 

): כאן נוח להגדיר :פתרון ) cos u x x ,( ) sin u x x ,2( ) sinv x x ,( ) 2sin cos v x x x. 

3 :נקבל 2 2sin cos sin 2 cos sin   xdx x x x xdx. 

: נגדיר. כדי להתקדם ניאלץ להשתמש בשיטת ההצבה  cost x x ,ואז :   sint x x   ,לכן :

3 3
2 2 ( ) cos

cos sin ( ) ( )
3 3

        
t x x

x xdx t x t x dx C C 

: ובסך הכול
3

3 2 2cos
sin cos sin

3
   

x
xdx x x C. 

 

2: מציאת הפונקציה הקדומה לפונקציה –שימוש חוזר באינטגרציה בחלקים  :4 דוגמה
( ) sinf x x x 

עיצוב מתאים של  ידי-על. שימוש באינטגרציה בחלקים יותר מפעם אחת תלפעמים מציאת אינטגרל נתון דורש

 .ניתן לבצע אותו ברצף ,תהליך הפתרון

)2בחירה מושכלת של : פתרון ) u x x ,ו- ( ) cos( ) v x x ,תניב את התהליך הבא: 

   
2 , cos

2 2

, sin

2 2

2

sin cos 2 cos

cos 2 cos cos 2 sin sin

cos 2 sin 2cos

 

 

   

 
        

 

    

 

 

du xdx v x

u dv
uv vdu

du dx v x

u uvdv vdu

x xdx x x x x dx

x x x xdx x x x x xdx

x x x x x C

 

 

  אינטגרציה בחלקים היוצרת משוואה: 5 דוגמה

): מציאת הפונקציה הקדומה לפונקציה ) cos xf x e x. 

 .אלא יוצרת משוואה ממנה ניתן להגיע לתשובה, מספקת את הפונקציה הקדומהלפעמים אינטגרציה בחלקים לא 
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): ירההבח נשתמש פעמיים באינטגרציה בחלקים עם: פתרון )  xu x e ,( ) sin( )v x x .נקבל: 

 

 

, sin

, cos

cos sin sin

sin sin   sin cos cos

sin cos

x

x

du e dx v x

x x x

u dv uv vdu

du e dx v x

x x x x x

u uv vdu
dv

x

I e xdx e x e xdx

e x e xdx e x e x x e dx

e x x I

 

 

  

      

  

 

  

:הגענו למשוואה sin cos  xI e x x I. 

 :ממשוואה זו מקבלים. מסמן את אינטגרל המוצא Iכאשר 
cos sin

2




x xe x e x
I. 

 :היא ,אם כן, סופיתהתשובה ה
cos sin

cos
2


 

x x
x e x e x

e xdx C. 

 

באינטגרלים בסיסיים , השתמשנו בחוקי אינטגרציה. אינטגרל בלתי מסוים – עד כה עסקנו בחיפוש פונקציות קדומות

ניתן . הצבות מיוחדותמחושבים בעזרת נציין כי קיים מספר רב של אינטגרלים מיוחדים אשר . ובשיטות אינטגרציה

 םניתן למצוא להאבל לא  ,שידוע קיומםיחד עם זאת יש אינטגרלים . באנליזה למצוא אותם בספרי לימוד מתקדמים

 :זה הוא האינטגרלמסוג אחד מהאינטגרלים הידועים ביותר . בצורת פונקציות אלמנטריותייצוג 
2


xe dx. 

היות והפונקציה 
2

( )  xf x e רציפה בכל R ,(שלא במסגרת ספר זה) אבל הוכח ,קיימת לה פונקציה קדומה 

  ..אינה אלמנטריתשהפונקציה הקדומה 

 

 .מקשרות בין הפונקציה הקדומה לפונקציה הנגזרתהמסוים נציע פעילויות בלתי על האינטגרל ה לסיום הפרק

 מתאימה לגרף בעזרת תכונות הפונקציה הנגזרתהמציאת פונקציה : 3 פעילות 

 :להלן פעילות לדוגמה. הזדמנות לחזור אל הקשרים שבין הפונקציה לנגזרתהדיון בפונקציות קדומות מספק 

 בדקו את תשובותיכם .1מצאו תבניות של פונקציות פולינום אשר הגרפים שלהם דומים לגרפים הבאים שבאיור 

 .בעזרת מחשב

 

 

 

 

 תשובות והארות

4. א 3 21 4
2

4 3
y x x x    4. ב 31 1

4 3
 y x x  4. ג 3 21 4

2 1
4 3

   y x x x  4. ד 31 1

4 3
  y x x. 

0 

 א

0 0 0 

 ד ג ב

 7איור 
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0xהן  נקודות האפס של הנגזרתנשים לב כי בכל הפונקציות   2 -וx . בכל אחת מהפונקציות אחת מנקודות

 .ית הפונקציהמשפיעים על תבנה, נשים לב להבדלים בין הגרפים. האפס של הנגזרת היא נקודת פיתול

 לכן מדובר. שבה שיפוע הגרף שווה לאפס, יהינקודת פיתול תוך כדי על 2xא יש לפונקציה בנקודה 1באיור 

כי הנגזרת מחליפה  ,זוגי-נקודת האפס השנייה של הנגזרת היא בריבוי אי. 6בנקודת אפס בריבוי זוגי של הנגזרת

רת יכולה להיות לכן הנגז. סימן משלילי לחיובי   2 3 2' 2 4 4y ax x a x x x     . 

4 :כעת נמצא את הפונקציה הקדומה 3 21 4
2

4 3
y a x x x c

 
    

 
כיוון שהפונקציה בעלת מינימום נוכל לבחור . 

1a.  נקודת החיתוך של הפונקציה עם ציר ה פי-עלנבחר את קבוע האינטגרציה- y .גרף הפונקציה א 1יור בא

4הפונקציה . 0cולכן  ,עובר בראשית הצירים 3 21 4
2

4 3
y x x x    א1יכולה להתאים לגרף שבאיור. 

 :כדי למצוא פונקציות שיכולות להתאים לגרפים האחרים נשים לב

0xנקודת האפס ב 1באיור   2ונקודת האפס  ,גישל הנגזרת היא בריבוי זוx שאר השיקולים. זוגי-בריבוי אי 

 .דומים למקרה הקודם

 .1cלכן קבוע האינטגרציה יכול להיות . שונה y -אלא שנקודת החיתוך עם ציר ה ,א1ג דומה לאיור 1איור 

 .1aולכן נוכל לבחור , אולם הפונקציה בעלת מקסימום ,ב1הן כמו באיור האפס של הנגזרת  ד נקודות1באיור 

ונותנת לתלמידים הזדמנות להבחין בתכונות הגרף ולנסות לשפר , הבדיקה באמצעות מחשב מאפשרת משוב מידי

 .את השערתם

 

 פונקציה הקדומההזדמנות לקישור בין הנגזרת וה –בהצגות שונות  אותה השאלה: 4 פעילות

 

 

 

 

 

 

 

 

 

               .כדאי לקשר בין שאלות העוסקות בפונקציה ונגזרותיה לבין שאלות העוסקות בפונקציה הקדומה

 .התלמידים ידי-עליכול להיעשות גם  ,שאלות ממונחי הנגזרת למונחי הפונקציה הקדומה ולהיפך" תרגום"

                                                           
6
 701עמוד  ראו 

 9איור  8איור 

, fמופיעים גרפים של פונקציה   9איור ב

והפונקציה הקדומה  ,f'ה נגזרתה הראשונ

 . Fשלה 

 .פונקציותזהו מיהו הגרף של כל אחת מן ה

 

, fציה ופיעים גרפים של פונקמ 8 איורב

 .f''ונגזרתה השנייה  f'נגזרתה הראשונה 

ומיהו הגרף של  fזהו מיהו גרף הפונקציה 

 .כל אחת מן הנגזרות
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 האינטגרל המסוים ושימושיו

 7?ה או תופעה מתמטיתמקר: 5 פעילות

0x והישר, xציר , k את השטח המוגבל בין הישר 0x הביעו בעזרת. 7 x      

 .(75איור )

2y הוא גרף הפונקציה kכאשר הישר  .א x. 

yהוא גרף הפונקציה  kכאשר הישר  .ב x. 

yהוא גרף הפונקציה  kכאשר הישר  .ג ax (0a.) 

 

   ציר, x -ה ציר, ורטטסהמ kאת השטח המוגבל בין הישר  0xהביעו בעזרת . 0

0x והישר  y -ה x( 77איור).  

5 הוא גרף הפונקציה kכאשר הישר  .א 3y x . 

y הוא גרף הפונקציה kכאשר הישר  .ב ax b  (, 0a b.) 

 

  ציר, x -ה ירצ, kאת השטח המוגבל בין הישר  2x -ו 1x הביעו בעזרת. 0

1x והישרים y -ה x 2-וx x  (.70איור )   

2y כאשר הישר הוא גרף הפונקציה .א x. 

yכאשר הישר הוא גרף הפונקציה  .ב ax (0a.) 

 

y -ה ציר, x -ה ציר, kאת השטח המוגבל בין הישר  2x -ו 1xהביעו בעזרת . 4  

1x והישרים x 2 -וx x כאשר הישר הוא גרף הפונקציה y ax b  (70 איור.) 

   

4y את השטח המוגבל בין הישר 0xהביעו בעזרת . 0  ,ה ציר- x ,ה ציר- y ,

0xוהישר  x. 

 

yאת השטח המוגבל בין הישר  0xהביעו בעזרת . 6 c (0c) ,ה ציר-x   , 

0xישר וה, y-ה ציר  x. 

 

yאת השטח המוגבל בין הישר 2x -ו 1xהביעו בעזרת . 7 c   (0c) ,ה ציר-x   

1xוהישרים  x 2-וx x   . 

                                                           
7
 ./:highmath.haifa.ac.il/images/data2/open1.pdfhttp/ -ב "מקרה או תופעה מתמטית"מעובד מתוך רון וזסלבסקי  

 11איור 

      11איור 

 12איור 

 13איור 

k 

 

x0 x 

y 

k 

 

x2 

 

x1 

 

x 

y 

k 

 

x0 

 

x 

y 

x 

y 

k 

 

x2 

 

x1 

 

http://highmath.haifa.ac.il/images/data2/open1.pdf
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 . נסו להעלות השערות? כלשהיהאם גיליתם חוקיות 

ומארגנת אותן באופן שמבליט את הקשר בין פונקציית השטח לבין , מסכמת את התשובות לפעילות 0טבלה 

 . פונקציית הגרף הנתון

 תוצאה חישוב השטח הישר

2y x 

 

2

2

x x
S


 2S x 

y x 

 

 

2

x x
S


 21

2
S x 

y ax 

 

 

2

x ax
S


 21

2
S ax 

y ax b  

 

( )

2

b ax b x
S

  
 21

2
S ax bx  

y c 

 

S c x  S c x  

y ax 

 

1 2 2 1( ) ( )

2

ax ax x x
S

  
 2 2

2 1

1 1

2 2
S ax ax  

 

2x 

x 

y 

x 

x 

y 

   x      

x

0 

x 

y 

ax+b 

b 

x 

x 

y 

x 

c 

y 

x x1 x2 

x 

ax 

x 

y 

 3טבלה 
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ת יהקשר בין פונקצי: "התבוננות בעמודה השמאלית של הטבלה מעלה השערה שניתן לנסח בשפה חופשית

 ".הוא קשר של פונקציה ונגזרת פונקציית הגרף המסורטטהשטח לבין 

 גרסה המתמקדת בערך המספרי של השטח –מקרה או תופעה מתמטית 

גם ללא , קציה לבין הפונקציה הקדומה שלהניתן להצביע על הקשר המספרי בין השטח מתחת לגרף של פונ

  .מציג מספר דוגמאות 74איור . הפיתוחים האלגבריים שהוצגו בפעילות זו

 בדיקת ההשערה –מקרה או תופעה מתמטית : 6 פעילות

 :המקרים הפרטיים שהוצגו יכולים להעלות את ההשערה הבאה

)בהינתן פונקציה  )f x שלילית בתחום-אי  a x b ,ציר ה, השטח הכלוא בין גרף הפונקציה- x והישרים : 

x =a ו- x =b ניתן לחישוב באמצעות הפונקציה הקדומה כ- ( ) ( )S F b F a   כאשר( )F x דומההיא פונקציה ק 

)של  )f x. 

 .נוכיח את נכונות ההשערה

)תהי  )f x שלילית בקטע -ואי פונקציה רציפה ,a b .

 -נסמן ב S xשטח התחום הנמצא מתחת לגרף  את

 y f x  מעל לקטע ,a x,  כאשרx  כלשהינקודה 

 בקטע ,a b (70 איור' ר) . השטח S x הוא פונקציה 

 .xשל הנקודה 

נניח כעת  ,כדי לבטא את הנגזרת של פונקציית השטח

כי  ,x a b 0, נקודה קבועה היאx  ו-x x  

נקודה בקטע  ,a b הקרובה ל-x נסמן . מימין 

   S S x x S x    . 
 15איור 

 14איור 

8S טרפז 
( ) 8 2f x x  

(3) (1) 8F F  

 

8S מלבן 
( ) 4f x  

(3) (1) 8F F  

 

9S משולש 
( ) 2f x x 

(3) (0) 9F F  
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)וא שטח התחום מתחת ל גרף של ה S, כפי שרואים באיור )f x  מעל לקטע ,x x x . היות ו-( )f x  רציפה

היא מקבלת בו את ערכה המינימלי , בקטע זה f m ,  ואת ערכה המקסימלי f M  . השטחS  כלוא

 . xבין שני מלבנים בעלי צלע משותפת באורך 

 :מכאן

m x S M x     

 :או

S
m M

x


 


 

נציב  M f  , m f  ,   S S x x S x     ,ונקבל: 

(7                     )                           
   

 
S x x S x

f f
x

 
  

 


0xכאשר ,   

0xנניח כעת כי     . אזיx   וגםx  .היות ו ,מכאן- ( )f x מתקיים ,פונקציה רציפה: 

(0                          )                           
0 0

lim lim
x x

f f f x 
    

  

  :נובע כי קיים גבול (0) -ו (7) -מ, מתורת הגבולות" 'הסנדוויץ"משפט  פי-על

.
   

 
0

lim
x

S x x S x
f x

x 

  



 

 הוא הנגזרת מימין הגבול הזה S x
  של פונקציה S x  בנקודהx . בכך הוכח כי: 

   S x f x
  , לכל ,x a b. 

  :בדומה ניתן להוכיח כי

   S x f x
  , לכל ,x a b. 

 :לכן

   S x f x   לכל ,x a b. 

הפונקציה  S x  היא אם כך פונקציה קדומה של( )f x . 

כדי למצוא פונקציה קדומה ספציפית נזכור שאם  F x  פונקציה קדומה של( )f x  אז   S a F x c  . נציב

  0S a  ונקבל: 

 0 F a c  

 c F a  

     S x F x F a  

xעבור , ובפרט b: 

     S b F b F a  

 שלילית בקטע-של פונקציה רציפה ואי אם ידועה פונקציה קדומה :השערתנו התאמתה ,a b , אז ניתן לחשב את

השטח מעל לקטע  ,a b  ומתחת לגרף הפונקציה( )f x ידי -על   F b F a. 

הביטוי    F b F a האינטגרל המסוים: ת מושג חדשמוביל להגדר ,שקיבלנו. 
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נטפל בה ביתר . מושג השטח ומושג הפונקציה הקדומה: התופעה שהוכחנו זה עתה מקשרת בין שני מושגים

 . פירוט לאחר שנגדיר מושגים נוספים

 

 אינטגרל מסוים

 הגדרה

)תהי  )f x  פונקציה רציפה בקטע ,a b,  ותהי F x אחת הפונקציות הקדומות ל-( )f x . המספר

   F b F a  של  אינטגרל מסויםנקרא( )f x  מעל קטע ,a b,  ומסומן 
b

a

f x dx: 

.     
b

a

f x dx F b F a  

): רושמים ) ( ) ( ) ( )

b
b

a

a

f x dx F x F b F a  .  

 .לייבניץ-נקראת נוסחת ניוטוןהנוסחה המגדירה את האינטגרל המסוים באופן זה 

 .נקרא הגבול העליון של האינטגרציה bהמספר . נקרא הגבול התחתון של האינטגרציה aהמספר 

 

 משפט

)אם פונקציה  )f x  רציפה בקטע חסום סגורa x b  ,של  האינטגרל המסוים( )f x מעל הקטע  ,a b  קיים

 .ויש לו ערך אחד בלבד

 

 הוכחה

)אם  )f x רציפה בקטע  ,a b ,כדי להוכיח את  .בקבוע יש לה בקטע זה אינסוף פונקציות קדומות השונות זו מזו

המשפט עלינו להראות שערך האינטגרל המסוים אינו תלוי בבחירת הפונקציה הקדומה שבאמצעותה מחשבים 

יהיו . אותו   1 2,F x F x  קדומות שונות לפונקציות שתי-( )f x . אז   2 1F x F x C   כאשרC  הוא מספר

  :קבוע ולכן

             2 2 1 1 1 1F b F a F b C F a C F b F a      . 

 .בכך הוכחה טענת המשפט

)2האינטגרל המסוים של הפונקציה : לדוגמה )f x x 1: בקטע 4x  הוא :

44 3
2

1 1

64 1
21

3 3 3

x
x dx    . 

 

החישוב נשען על העובדה שהפונקציה : 1הערה 
3

( )
3

x
F x   2היא אחת הפונקציות הקדומות של( ) f x x . אך

: למשל, גם אם נבחר פונקציה קדומה אחרת
3

( ) 5
3

x
F x   ,שיופיע גם , הרי שבהצבת הגבולות יתבטל הקבוע

 . בהצבת הגבול העליון בפונקציה הקדומה וגם בהצבת הגבול התחתון בפונקציה האחרת
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הביטוי  :2הערה      
b

a

f x dx F b F a  שימש אותנו עד כה לחישוב שטח מתחת לגרף של פונקציה . 

בהקשר זה . שאינן קשורות לחישובי שטחים, נראה משמעויות נוספות של האינטגרל המסוים[ 091עמוד ]בהמשך 

 : למשל. חשוב לציין שאינטגרלים מסוימים יכולים לקבל גם ערכים שליליים או אפס

11 4
3

2 2

1 16
3.75

4 4 4

x
x dx

 

     

sin cos( ) ( 1) ( ( 1)) 0xdx x












        . 

 

אם : זאת אומרת. תלותו במשתנה האינטגרציה-מתוך הגדרת האינטגרל המסוים נובעת אי: 3הערה 

( ) ( )f x dx F x C  ,הרי שמתקיים :( ) ( ) ( ) ( ) ( )     
b b b

a a a

f x dx f t dt f u du F b F a. 

 

: מתוך הגדרת האינטגרל המסוים לא מוגדר הביטוי הבא: 4הערה 

1

2

dx

x


 ,היות שהפונקציה :
1

( ) f x
x

 

 .רציפה בקטע האינטגרציה לא

 

 

a: בהגדרת האינטגרל המסוים ישנה הנחה סמויה לפיה :5הערה  b . ניתן לוותר על הנחה זו ולהרשות גם

): אז מתקבל. אחרת ) ( )

b a

a b

f x dx f x dx  . 

 

 

 .הנו מספר ממשי מסויםאינטגרל , הנו משפחה של פונקציות מסויםגרל בלתי אינט: 6הערה 
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 אינטגרל רימן: נקודת מבט נוספת על האינטגרל המסוים

  אומדן השטח מתחת לגרף של פונקציה באמצעות שטחי מלבנים

)2א מציג את גרף הפונקציה 76איור  ) 1f x x .  

3xוהישר  y -ציר ה, x -ציר ה, טח המוגבל בין גרף הפונקציהאנחנו מעוניינים לחשב את הש  . שטח זה אינו

 .צורה גיאומטרית מוכרת שניתן לחשב באמצעות נוסחאות שטח ידועות

  ב76איורים )ת שטחו באמצעות המשבצות סרטוט גרף של פונקציה על סריג משבצות מאפשר להעריך א

 .ככל שסריג המשבצות צפוף יותר כך ניתן לאמוד טוב יותר את השטח המבוקש(. ג76 -ו

 

 

 

 

 

 

 

 

סרטוט מלבנים מתחת לגרף וחישוב  דרך נוספת לחישוב מקורב של השטח היא באמצעות

 . סכום שטחיהם

-א מעליו חולק לשלושה תתקטע התחום שהשטח המבוקש הו. מדגים דרך זו 71איור 

כיוון . קטע-גובה המלבן הוא ערך הפונקציה המתאים לקצה השמאלי של התת. קטעים

ניתן לבצע את החישוב באמצעות תוכנת , ידי ערך של הפונקציה-שגובה המלבן נקבע על

 .מחשב או באמצעות גיליון אקסל

(0): גובהי המלבנים הם בהתאמה 1f  ,(1) 2f  (2) -ו 5f . 

1: מכאן שסכום שטחי שלושת המלבנים בדוגמה הוא 1 1 2 1 5 8      

 70 -נוכל לדייק יותר אם נחלק את קטע התחום הרלוונטי ל. אומדן זה הוא כמובן אומדן גס

 (.78איור )ונבנה מלבנים כמקודם , קטעים-תת

 :ה סכום שטחי המלבנים יהיהבמקרה ז

       0.25 0 0.25 0.25 0.25 0.5 0.25 2.75 10.90625f f f f            

 .ניתן לשפר את האומדן עוד יותר אם נקטין עוד יותר את רוחב המלבנים

 .מציגה אומדנים לשטח המבוקש 4טבלה 

 . חישובי השטחים נעשו באמצעות גיליון אקסל

 ג ב א

 16איור 

 17איור 

 18איור 
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 45,555 05,555 7,555 755 04 70 0 מספר מלבנים

 77.9991 77.9990 77.9860 77.8600 77.4400 75.95600 8 אומדן השטח

 4טבלה 

 .70 -ניתן לראות בטבלה שאומדני השטח הולכים ומתקרבים ל

 . -כאשר מספר המלבנים שואף ל 70 -נוכיח בדרך אלגברית שסכום שטחי המלבנים שואף ל

רוחב כל מלבן הוא , מלבנים nכאשר בונים . 0אורך קטע התחום הנתון הוא 
3

n
. 

 : גובהי המלבנים הם ערכי הפונקציה המתאימים לנקודות החלוקה

2(0) 0 1 1f    ,
2

3 3
( ) 1f
n n

  ,

2
3 3

(2 ) 2 1f
n n

 
   
 

 ,

2
3 3

( ) 1f k k
n n

 
   
 

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2)

3 3 3 3 3 3 3
1) 1) 1)) 2) 1)) ... ( 1)) 1))

3 3 3 3 3 3
( 1) ( 2 ... ( 1)) ) ( ) (1 2 ...( 1) ))

(0 (( (( ((

( ( (

n n
n n n n n n n

n n n n
n n n n n n

s                 

              


  

 

 .nעד  7-של המספרים הטבעיים מכאן נשתמש בנוסחה לסכום הריבועים 

.2 2 2 ( 1)(2 1)
...

6
1 2

n n n
n

 
     

 :ריבועים n -7וניישם אותה עבור 

2

3 2

3 2

2 2 2 2 ( 1) (2 1)

6

2 3
12

6

3 3 3 9
( ) (1 2 ...( 1) )) ( )

27 27 9
3

2 2

(n
n n n

n n n

n n n
n n n n

n n n

S
 

 
  

        

  


 

 

 . -שואף ל nכאשר מספר המלבנים  70 -סכום זה שואף ל

)2הפונקציה  ) 1f x x  נבחרה כדוגמה משתי סיבות: 

 .כפי שראינו פונקציה ריבועית מאפשרת מציאת ביטוי לשטח בעזרת שיקולים אלגבריים פשוטים למדיי .א

)2לו בחרנו את הפונקציה . בחרנו פונקציה שכל ערכיה חיוביים .ב )f x x יה מלבן מנוון המלבן הראשון ה

 . שגובהו אפס
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 :התהליך שהוצג ניתן להכללה

יכולנו לוותר על הדרישה שהמלבנים יהיו שווי  –התקרבנו לשטח שמתחת לגרף באמצעות מלבנים שווי רוחב 

 .ובלבד שהרוחב המקסימלי ישאף לאפס, רוחב

נקציה בנקודה השמאלית התקרבנו לשטח שמתחת לגרף באמצעות מלבנים שהגובה של כל מלבן שווה לערך הפו

 .יכולנו לבחור את גובה המלבן כגובה של נקודה אחרת בתחום. של התחום החלקי מעליו בנינו את המלבן

בהמשך נתייחס לפירוש סכום שטחי המלבנים . ניתן לוותר על דרישה זו. בחרנו בפונקציה שכל ערכיה חיוביים

 .במקרה זה

 .ואל הגדרה נוספת לאינטגרל מסוים, גרליההכללה מובילה אותנו אל המושג סכום אינט

 

 

 כגבול של סכומים אינטגרליים הגדרת אינטגרל מסוים

תהי  f x  פונקציה רציפה המוגדרת בקטע

חסום סגור  ,a b .נחלק קטע זה ל- n תת-

 :קטעים באמצעות נקודות

0 1 2 ... na x x x x b      

בתוך כל קטע . אשר נבחרות באופן שרירותי

 נקודות , באופן שרירותי, חלקי נבחר

1 2, ,..., n   

את ערכי הפונקציה  ונציין nf  .תהליך זה 

4nבמקרה    79מוצג באיור. 

 

 

 

 

 הגדרה 

הסכום    1

1

n

k k k

k

f x x 



   פונקציה  של סכום אינטגרלינקרא f x  בקטע ,a b. 

 

לפונקציה נתונה  ברור כי הערך של הסכום האינטגרלי f x  בקטע נתון ,a b חלוקה תלוי בבחירה של נקודות ה

kx והערכים k אותם מציבים בפונקציה . 

 19איור 



015 

_____________________________________________________________________________________ 
 הטכניון -דידקטי למורה -ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                     גרלי     חשבון אינט

 הגדרה

בין כל שתי  הולך וגדל והמרחק המקסימלי kxנניח כי בבניית סכומים אינטגרליים מספרן של נקודות החלוקה 

 -כך ש נקודות סמוכות הולך וקטן 1
1
max 0k k

k n
x x 

 
   .ערכי הסכומים האינטגרליים של  בתהליך זה אם

 f x  בקטע ,a b שאינו תלוי באופן בחירת נקודות , שואפים לגבול סופי מסויםkx ו-k , ראים קואזי לגבול זה

של  אינטגרל מסוים f x  בקטע ,a b, אותו  ומסמנים 
b

a

f x dx ,כלומר: 

    1
0

1

lim

b n

k k k

ka

f x dx f x x


 




  

כאשר  1
1
max k k

k n
x x 

 
 . 

 

 .ניתן להוכיח שגבול זה קיים לכל פונקציה רציפה

 רימן  המתמטיקאי הגרמני ברנהרד ידי-על סוים כגבול של סכומים אינטגרליים ניתנה לראשונההגדרת אינטגרל מ

(Bernhard Riemann,1826-1866 .) אינטגרל רימןלכן לאינטגרל מסוים המוגדר באופן זה קוראים . 

 

 

 

 k-נשים לב כי בסכום האינטגרלי המחובר ה

י מעל הקטע שווה לשטח של מלבן הבנו

 1,k kx x  וגובהו kf  , ומכאן שניתן לפרש

את הסכום האינטגרלי כסכום של שטחי 

4nמדגים זאת במקרה  05איור . מלבנים . 

 

כפי שהגדרנו , נקשר כעת בין אינטגרל רימן

 נוסחת פי-על מסויםלבין האינטגרל ה ,לעיל

הקשר שנראה נקרא המשפט . לייבניץ-ניוטון

היסודי הראשון של החשבון הדיפרנציאלי 

 .והאינטגרלי

 

 

 חשבון הדיפרנציאלי והאינטגרליהשל הראשון המשפט היסודי 

אם  f x  פונקציה רציפה בקטע ,a b ,ו-  F x קדומה של  פונקציה f x ב-  ,a b,  אז הערך של אינטגרל

רימן מעל הקטע  ,a b ,הוא , שהוא גבול השטחים האינטגרליים כפי שהוגדר לעיל   F b F a . 

 21איור 
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 הוכחה

1יהיו  2 1, ,... nx x x  בקטע  נקודות כלשהן ,a b 1 -ש כך 2 1.... na x x x b     . נקודות אלה מחלקות את הקטע

 ,a b ל- n אם נסמן את . קטעים חלקייםa 0 -כx  ואתb כ- nx ,קטע ה-אז התת- n- י הוא 1,n nx x. 

   xfxF '  לכלx ב-  ,a b . לכן F x  אחד בכל , [650ראו עמוד ]מקיימת את הנחות משפט הערך הממוצע

 קטע-מכאן שבכל תת. קטעים-מן התת kk xx ,1  קיימת נקודה*
k כך ש-  

   
   * *

1

'
k k

k k

k k

F x F x
F f

x x
 




 


 

 :נכפול את שני האגפים במכנה ונקבל

       *
1 kkkkk fxxxFxF   

 :קטעים-נכתוב שוויונות אלו עבור כל התת

       *
111  faxaFxF 

       *
2 1 2 1 2F x F x x x f    

 

       *
11 nnnnn fxxxFxF   

 :מחיבור השוויונות נקבל

       


 
n

k

kkk fxxaFbF
1

*
1 

 .קטע המקסימלי ישאף לאפס-ואורך התת, נגדיל כעת את מספר נקודות החלוקה כך שמספרן ישאף לאינסוף

 .פי רימן-נטגרל המסוים עלואגף ימין שואף לערך האי, אגף שמאל אינו תלוי בנקודות החלוקה

פי רימן -קיבלנו אם כך שערך האינטגרל המסוים על 
b

a

f x dx  הוא   F b F a. 

 .בכך הוכח המשפט

 

 ?לייבניץ-ניוטון פי-על תופי רימן להגדר-על מסויםמה בין הגדרת האינטגרל ה

 מסויםגרלי מתקבלת שקילות שתי ההגדרות של האינטגרל המהמשפט הראשון של החשבון הדיפרנציאלי והאינט

 .לייבניץ והגדרת רימן-הגדרת ניוטון –

. ובכך היתרון שלה ,גדרת רימןנראית יותר קצרה ויותר שקופה מה לייבניץ-ניוטוןפי -הגדרת האינטגרל המסוים על

של  מתבססת על פונקציה קדומה אבל הגדרה זו f x ,וקיום פונקציה זו מובטח רק כאשר  f x  רציפה בכל

נקודה בקטע  ,a b.  

האינטגרל ניתן להוכיח כי . פי רימן תקפה גם לפונקציות נוספות-הגדרת האינטגרל המסוים על ,ומת זאתעל

 
b

a

f x dx ,קיים גם לפונקציה , סכומים אינטגרליים כאשר הוא מוגדר כגבול של f x בתנאי שהיא  ,רציפה-אי

מוגדרת וחסומה בקטע  ,a b,  במכלול כל הפונקציות לכן . מנייה-רציפות שלה סופית או בת-איהוקבוצת נקודות

-על אינטגרל מסויםפי רימן רחבה יותר מההגדרה של -של אינטגרל מסוים עלההגדרה  (לא רק פונקציות רציפות)

 .לייבניץ-פי ניוטון
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 ?כיצד נחשב את ערך הגבול

)השטח הכלוא בין גרף הפונקציה  –המצטבר  השטח פונקציית כמו קודם אתנסמן  )f x ,ציר ה- x , הישרx a 

הנמצאת בקטע  xבנקודה כלשהי  x -והאנך לציר ה ,a b. 

) :לפי הגדרת האינטגרל המסוים ניתן לסמן ) ( )

x

a

S x f t dt  . לחישוב הנגזרת של( )S x  נבחן את 

 

 : מנת ההפרשים
0[ , ]

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 1

( ) ( )

x h x x h

a a x

hc x x h

f t dt f t dt f t dt
S x h S x

h f c f x
h h h h

 

 


 

     
  

 

)פונקציית השטח המצטבר היא פונקציה קדומה של  הוכחנו כי, לפיכך )f x: 

( ) ( ) ( )

x

a

S x f t dt f x


 

   
 
 

 .טענה זו ידועה כמשפט היסודי של החשבון האינטגרלי

 : נוכל להשתמש בה לחישוב הגבול של הסכום האינטגרלי

.1

10

( ) ( ) lim ( )( )




    
b b n

i i i
n

ia a

f x dx S x dx S c x x



 

1: ף בחשבון הגבולות בין הביטוייםכעת נחלי

0 0
1

( ) ( )
( ) lim lim

 


 
  

 

i i i
i

i i i

S x S x S
S c

x x x 
 

.         :ונקבל
1 10 0

( ) ( ) lim lim ( ) ( ) ( )

b b n n
i

i i
n n

i iia a

S
f x dx S x dx x S S b S a S b

x
 
 

  


       


   

 

. בסימול האינטגרל dxהגדרת האינטגרל המסוים לפי הסכום האינטגרלי מסבירה את משמעות הסמל : 1הערה 

למעשה ניתן לראות בסמל . המסוים לאינטגרל הלא מסוים הגדרה זו גם מקשרת באופן ישיר ומידי בין האינטגרל

dx  ייצוג למקטע קטןx על ציר ה-x  אשר אנו מקטינים אותו מאוד כדי לחשב שטח של מלבן קטנטן שרוחבו

dx ואורכו :)(xf ,האינטגרל מבצע סכימה . ערך הפונקציה במקטע הקטן, כלומר(summation ) של שטחי

 .:המוארכת S-משום כך גם מסמנים את האינטגרל באותה ה. המלבנים הקטנטנים

, כמובן, ניתן. שליליות-פונקציות אי הגדרת האינטגרל המסוים לפי הסכום האינטגרלי נעשתה רק עבור: 2הערה 

מצביעה מיד על , לפי הגדרה זו, המשמעות של האינטגרל המסוים. להרחיב אותה גם לפונקציות שאינן כאלה

ואם האינטגרנד . הרי שערך האינטגרל יהיה חיובי, שלילי בתחום האינטגרציה-העובדה שאם האינטגרנד אי

באופן דומה אם האינטגרנד מחליף את . האינטגרל המסוים יהיה שליליהרי שערך , חיובי בתחום האינטגרציה-אי

 .לבין השטח שמתחתיו x-הרי שערך האינטגרל המסוים יהיה ההפרש בין השטח שמעל ציר ה, סימנו
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גרל לפי הגדרה לעיל נחוצה עוד הצדקה לאפשרות להשתמש בכל פונקציה קדומה מוכרת לחישוב אינט :3הערה 

)אם מוכרת פונקציה קדומה , ואמנם. מסוים נתון )F x ל-( )f x ,הרי שהיא נבדלת מ-( )S x כלומר. בקבוע :

( ) ( )S x F x C  . נציב זאת בחישוב האינטגרל המסוים ונקבל את הנוסחה המוכרת לחישוב האינטגרל המסוים

)     :ההגדרה הראשונהמ ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( ) ( )

b

a

f x dx S b F b C F a C F b F a      . 

 סל פעילויות הקשורות באינטגרל המסוים

 משימות חישוב שטחים 

 .עת הצעות לפעילויות לתרגול בסיסי ולהעמקת ההבנה והדיון תוך הדגשת ההיבטים הדידקטייםנביא כ

2: חישוב השטח הכלוא בין גרף הפונקציה: 7 פעילות 2
( ) (4 )f x x x  לבין ציר ה- x 

, לאחר פירוק הפונקציה לגורמים. כדי לחשב את השטח יש למצוא את גבולותיו :פתרון

ט סקיצה של סרטנוכל ל, ועמידה על התחומים בהם הפונקציה חיובית ושלילית

 .הפונקציה

2( ) (2 )(2 )  f x x x x .הפונקציה משיקה לציר ה- x וחותכת את , בראשית הצירים

(2,0)הציר בנקודות )-ו   2,0). 2שלילית בתחום -הפונקציה אי 2  x. 

  :לכן לחישוב השטח ניתן לבצע את הפעולה הבאה

2
2 2 3 5

2 2 2 4

2 2 2

4
(4 ) (4 )

3 5

32 32 32 32 2 32(5 3) 128 8
8

3 5 3 5 15 15 15

  

 
      

 

    
      

 

 
x x

x x dx x x dx

 

 :נקודות בהן ניתן לדון בעקבות הדוגמה

: ך להפריד את החישוב לשני אינטגרליםאי הצור .7
0

0

( ) ( ) ( )
 

   
a a

a a

f x dx f x dx f x dx. 

ניתן לפתח את הטענה הכללית שעבור כל פונקציה רציפה וזוגית . הזוגיות שלה –הסימטריה של הפונקציה  .0

] בקטע  , ]a aמתקיים :
0

0

( ) 2 ( ) 2 ( )
 

   
a a

a a

f x dx f x dx f x dx. 

cos: פונקציות זוגיות נוספות לדוגמה


 xdx





 ,2sin


 xdx





 ,
1 2

2

1
1




x
dx

x
. 

כדי להדגיש את העובדה שאין צורך בהפרדת החישוב , ניתן להציע פונקציות אחרות בהן לא קיימת הסימטריה .0

 :למשל. לשני אינטגרלים

:באינטגרל
4

2

1

(4 )( 1)


  x x x dx אין צורך להפריד לתחומים: [ 1,0] [0,4] -ו. 

: באינטגרל
0

sin( )(sin(2 ) 1) x x dx



: אין צורך להפריד לתחומים  0,0.75 ו-  0.75 ,  .לחישוב , שימו לב

 .אינטגרל זה נחוץ שימוש בשיטת ההצבה

 21איור 
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 ביצוע אינטגרציה עם פרמטר ויצירת משוואה למציאתו: 8 פעילות

2: וע כי השטח הכלוא בין גרף הפונקציהיד 2( )f x a x  לבין ציר ה-x 2מהו הערך של . 06: הואa? 

: בשתי נקודות x-גרף הפונקציה הזוגית הוא פרבולה החותכת את ציר ה: פתרון ,0a , ,0a .ללא , נניח

: ונחשב, 0aהגבלת הכלליות 
3 3 3

2 2 2 2 2 3

0

4
( ) 2 ( ) 2 2

3 3 3

a
a a

a a

x a a
a x dx a x dx a x a

 

   
          

   
  

: מתוך הנתון נשווה
34

36
3


a

3: ונקבל  27a ,3: כלומרa .2: ולבסוף 9a. 

כמו גם את השימוש בזוגיות של , באינטגרנד a -ו xת גם הדגשה של התפקיד השונה של מזמנ הפעילות

 .הפונקציות להקלת החישוב של האינטגרל

 

 מגוון הסברים x --חיובית רציפה לבין ציר ה-אישטח בין גרף של פונקציה : 9 פעילות

 . מסוים בתחום בו ערכי הפונקציה שליליים מתקבלת תוצאה שליליתכשמחשבים את האינטגרל ה

מסוים אם נחשב את האינטגרל ה ,למשל 
2

2

1

3x x dx נקבל:  

 
22

2 3 2

1 1

1 1
3 1.5 2

3 6
x x dx x x

 
     

 
 

 ? כיצד נסביר את התוצאה השלילית

בחלקם נתייחס למקרה הפרטי . נציע הסברים אחדים  xxxf 32 : 

אינטגרל המסוים שקיבלנו הוא בדיוק המספר הנגדי לזה המתקבל ערך ה. א

כשמחשבים את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה   xxxg 32  ,

1xהישרים   2 -וx  ,וציר ה- x ,( 00איור.) 

 
22

2 3 2

1 1

1 1
3 1.5 2

3 6
x x dx x x

 
      

 
 ,וא בהכרח שליליולכן ה. 

אולם אם . לפי הגדרת האינטגרל המסוים עלינו להשתמש בפונקציה קדומה לאינטגרנד על מנת לחשב אותו

( )F x היא פונקציה קדומה ל- )(xf ,הרי ש-  ( )F x היא פונקציה קדומה ל- ( ) f x .ולכן:  

 ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )          
b b

a a

S f x dx F b F a F b F a f x dx 

אפשר לפרש את האינטגרל המסוים . ב

 
22

2 3 2

1 1

1 1
3 1.5 2

3 6
x x dx x x

 
      

 
  כחישוב השטח הכלוא בין גרף

הפונקציה   xxxf 32  לבין ציר ה- x( 00איור.)  

 :מכאן. אינטגרל זה הוא בהכרח חיובי

   
2 2

2 2

1 1

1
3 3 2

6
x x dx x x dx       . 

 22איור 

 23איור 



010 

_____________________________________________________________________________________ 
 הטכניון -דידקטי למורה -ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                     גרלי     חשבון אינט

שלילית בקטע  f -מהמידע ש. היא הנגזרת של פונקציית השטח fר כי הפונקציה נזכו. ג 1,2  ניתן להסיק

מכאן שבדוגמה . שפונקציית השטח היא פונקציה יורדת   03 FF  , ולכן   2 1 0F F . 

וב על נחש. ד    0 aFbF כיוון שבכל הסכומים . בהתאם להגדרת רימן, כגבול של סכומים אינטגרליים

במספר ( ערך הפונקציה בנקודה שנבחרה)האינטגרליים ערכו של כל מחובר הוא מכפלה של מספר שלילי 

ולכן גם הגבול , שליליים כל הסכומים האינטגרליים, הרי שכל המחוברים הם שליליים, (קטע-אורך תת)חיובי 

 .שלילי

 : פי הכלל-נפעל על x -בחישובי שטחים שמתחת לציר ה

 

)הערך המספרי של האינטגרל המסוים של פונקציה  )f x חיובית בקטע -שהיא אי[ , ]a b ומתקיים, הוא שלילי : 

 ( ) ( )   
b b

a a

f x dx f x dx. 

)אם : נצדיק טענה זו )f xחיובית בקטע -אי[ , ]a b , אזי ( ) f x האינטגרל המסוים. שלילית בקטע-היא אי :

 ( )
b

a

f x dxנותן את הערך המספרי של השטח הכלוא בין הגרף של הפונקציה לבין ציר ה-x בתחום הנתון .

)אולם הגרף שלה הוא בדיוק השיקוף של הגרף של  )f x ביחס לציר ה-x ,כך שהשטח הנמצא בין ציר ה-x  לבין

)הגרף של  )f x  שווה בדיוק לשטח שנמצא בין הגרף של ( ) f x 00 -ו 00ראה איורים . לבין הציר. 

): נכון כמובן גם לטעון: 1הערה  ) ( )   
b b

a a

S f x dx f x dx .ניתן להשתמש עבור חישוב השטח גם ,כלומר 

למצוא את , רצוי מאוד לאפיין את הגרף, שכדי למנוע טעויות מיותרות, נציין, יחד עם זאת. בפעולת הערך המוחלט

כל זאת רק למען . ולהתאים את החישוב בכל אחד מהתחומים ללא ערך מוחלט, יות שלותחומי החיוביות והשליל

אם מקבלים תוצאה שלילית לאינטגרל שאמור לחשב שטח של פונקציה בתחום . בקרה על תוצאות החישוב

גרל אם מקבלים תוצאה חיובית לאינט: באופן דומה. או טעות באינטגרציה, זה סימן לטעות חישוב, החיוביות שלה

 .ל"זה סימן לטעות כנ, שמתייחס לתחום שליליות של פונקציה

 

עולה הצורך , x -במשימות של חישוב שטחים בין גרף של פונקציה לבין ציר ה, מהטענה שהוכחנו: 2הערה 

 . ליומחישוב השטחים שמע x-להפריד את החישוב של שטחים שהם מתחת לציר ה

פי הנקודות בהן יש מעבר בין תחום חיוביות -נעיר שאם לא מפרידים את האינטגרל המסוים לתחומים על

לשטחים x  -נותנת הפרש בין השטחים שמעל ציר ה, הרי שתוצאת החישוב שלו, לשליליות של האינטגרנד

 .x -שמתחת ציר ה

, גרפיםי נבין שמוגבל כחישוב שטח  x -ת כל החישובים של שטחים בין גרף של פונקציה לבין ציר הניתן לבצע א

 . ת האפסיפונקציגרף א וה םמה דאחש
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2חישוב שטח הכלוא בין גרף הפונקציה : 11 פעילות
( ) ( 1) f x x x לבין ציר ה-x 

): בנקודה x-הגרף פוגש את ציר ה: פתרון 1,0)  ובראשית הצירים

 : לכן. ביניהן הוא נמצא מתחת לציר(. 04איור )

 

0

3 2

1

0
4 3 2

1

( 2 )

2 1 2 1 1
0 ( )

4 3 2 4 3 2 12

S x x x dx

x x x





    

 
          

 


 

 

 

 פונקציההחישוב שטח הכלוא בין גרף : 11 פעילות
2

( ) 1 f x x x לבין ציר ה- x 

פי נקודות -לצורך המחשת הצורך בהפרדה בין תחומים על

נרצה לחשב את השטח הכלוא בין , מעבר בין חיוביות לשליליות

)2: גרף הפונקציה ) 1f x x x  לבין ציר ה-x( . 00איור.) 

 :הן x-נקודות המפגש של הגרף עם ציר ה

(1,0),(0,0),( 1,0) .הגרף נמצא מתחת לציר ה- x  בתחום

[ 1,0] , [0,1]ומעליו בתחום. 

 : כדי לחשב את השטח עלינו לחשוב את הערך הבא, לפי המידע שאספנו

.

0 1

2 2

1 0

1 1S x x dx x x dx



      

כאן מתאימה שיטת . נחפש שיטת אינטגרציה, כיוון שאין כלל אינטגרציה למכפלות. מופיעה מכפלה באינטגרנד

 . ההצבה

   
1 1 1

2 2 2

0 0 0

2 1
1 1 2 1

2 2

x
x x dx x dx x x dx

 
        

 
  

 
11 3

2 2 2 2

0 0

1 1 2 1 1
(1 ) 1 (1 ) (0 1)

2 2 3 3 3
x x dx x             

: יש לחשב את האינטגרל, כדי להשלים את החישוב

0

2

1

1



 x x dx .נשאיר את החישוב לקורא. ערכו שלילי .

כולל המתקבל הוא השטח ה
2

3
.  

את האינטגרל כדאי לחשב גם 

1

2

1

1x x dx



 ולהסביר את התוצאה. 

 24איור 

 25איור 
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)אם : זוגיות-מתאים לנצל את המשימה גם לדיון בתכונה של פונקציות אי )f x זוגית בקטע -רציפה ואי[ , ]a a , 

): אזי ) 0

a

a

f x dx



 .0 -זוגית המוגדרת ב-כיוון שבכל פונקציה איx  (0): מתקיים 0f  , 0)וכיוון שאם, ]a  הוא

)תחום החיוביות של  )f x ,הרי ש- ( ,0]a מקבלים שהשטח הכלוא בין הגרף , (ולהיפך)ליליות הוא תחום הש

,0)בתחום  x-לבין ציר ה ]a  זהה לשטח הכלוא בתחום( ,0]a . לפיכך לחישוב השטח מספיק לחשב רק אחד

: מהאינטגרלים
0

( )
a

f x dx


 או :
0

( )

a

f x dx את הערך המוחלט של התוצאה 0 -ולכפול ב. 

: כאשר האינטגרנד הוא פונקציה זוגית מתקיים

0

0

( ) ( )

a

a

f x dx f x dx



  . 

: ולכן

0

0

( ) 2 ( ) 2 ( )

a a

a a

f x dx f x dx f x dx

 

   . 

)2: בחישוב של השטח הכלוא בין גרף הפונקציה הזוגית, למשל, יישום לתכונה זו ניתן להראות ) cosf x x  לבין

: בתחום הסימטרי ביחס לראשית הצירים, x-יר הצ
2 2

x
 

  . 

 חישוב שטח הכלוא בין שתי פונקציות: 12 פעילות

בתחום x -הגדרת האינטגרל המסוים כיוונה אותנו לחישוב שטחים המוגבלים בין גרף של פונקציה לבין ציר ה

נתחיל עם שלוש דוגמאות שיובילו . נרצה כעת לחשב שטח הכלוא בין גרפים של שתי פונקציות. x-ל ציר החסום ע

 :מהו השטח הכלוא בין הגרפים של. ניתן לבצע תהליך דומה גם עם תלמידים(. 06איור . )לניסוח כלל

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(i) 
2( ) 4f x x  

 לבין
2( ) 8 2g x x  

(ii) 
2( ) 1f x x  

 לבין
2( ) 13 2g x x  

(iii) 
2( ) 13f x x  

 לבין
2( ) 1 2g x x   

x 

y 

x 

y y 

x 

 26איור 
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 .ולכן השטחים זהים בגודלם,  y -ציות הן של הזזה קבועה ביחס לציר הקל לראות שההבדלים בין זוגות הפונק

 : באמצעות הנוסחה הבאה( i)נוכל לחשב את השטח הכלוא במקרה 

2 2

2 2

2 2

(8 2 ) ( 4)S x dx x dx

 

 
     

 
 

  .זה שמעל : נוסחה זו מתאימה לחישוב השטח לפי הפרדתו לשני חלקים

 .32S: מקבלים. וזה שמתחתיו x-ציר ה

האחד שיחשב את השטח : ניתן לחשבו באמצעות שני אינטגרלים. x -כל השטח נמצא מעל ציר ה( ii)במקרה 

ח השט. והשני שיחשב את השטח הכלוא בין הציר לבין הגרף התחתון, לבין הגרף העליון x -הכלוא בין ציר ה

 : המבוקש יהיה ההפרש בין שני אלה

2 2

2 2

2 2

(13 2 ) ( 1)S x dx x dx

 

     .כמובן זהה, הערך המספרי. 

האחד שיחשב את השטח : ניתן לחשבו באמצעות שני אינטגרלים. x-כל השטח נמצא מתחת לציר ה( iii)במקרה 

השטח . השני שיחשב את השטח הכלוא בין הציר לבין הגרף העליוןלבין הגרף התחתון ו x-הכלוא בין ציר ה

 : המבוקש יהיה ההפרש בין שני אלה

2 2

2 2

2 2

( 13) ( 1)S x dx x dx

 

 
      

 
 

  .כמובן זהה, גם כאן הערך המספרי. 

? כיצד נחשב את השטח אם לא תהיה הבחנה כה ברורה ואפשרות חישוב פשוטה באמצעות שני אינטגרלים

 :למשל במקרה הבא

)2: רטטות הפונקציותכאן מסו ) 6 f x x 2 -ו( ) 6 2 g x x,( 01איור.) 

 :באופן הבא, במקום להפריד את השטח למספר רב יותר של חלקים

 

3 2 3 2

2 2 2 2

2 23 3

2

2 2

2

(6 2 ) ( 6) (6 2 ) (6 2 )

(6 2 ) ( 6)



 



    
               

    
    

   

   



S x dx x dx x dx x dx

x x dx

  

להזיז את , למשל, נוכל. נוכל להזיז את הפונקציות למצב שאנו כבר מכירים

0Cידי תוספת של קבוע -על, שליליות-אי כך שיהיו שתיהן, הפונקציות   לכל אחת

 . ברור כי ההזזה לא תשנה את גודל השטח. מהפונקציות

כך שחישוב השטח ייעשה מידית  ,ל"הנ (ii)לאחר ההזזה נגיע למצב דומה למקרה 

: באופן הבא 
2

2 2

2

(6 2 ) ( 6 )



     S x C x C dx. 

 .שנה את ערכו של האינטגרלברור כי ערכו של קבוע ההזזה לא מ

 27איור 
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 :באופן כללי נטען

bxaבתחום  xg)( -ו xf)(השטח הכלוא בין גרפים של שתי פונקציות   שווה לערך האינטגרל המסוים :

( ( ) ( )) 
b

a

S f x g x dx , כאשר מתקיים( ) ( )f x g x  לכלx בתחום . 

מזיזים את שתי הפונקציות : לצורך הוכחה של טענה זו מבצעים תהליך זהה לזה שתואר עבור המקרים הפרטיים

)כך ששתי הפונקציות , 0Cכלפי מעלה באמצעות תוספת של קבוע משותף  )f x ו- )(xg שליליות -תהיינה אי

 .08כמתואר באיור , בתחום המתאים

 

 : מתקבל

.( ( ) ) ( ( ) ) (( ( ) ) ( ( ) )) ( ( ) ( ))

b b b b

a a a a

S f x C dx g x C dx f x C g x C dx f x g x dx             

)לצורך חישוב השטח הכלוא בין גרפים של שתי פונקציות : 1הערה  )f x ו- ( )g x  בתחוםa x b   יש לבדוק

בתחום  xאם אין נקודות חיתוך בין הפונקציות בתוך התחום הרי שלכל . הגרפים בתחום הנתון האם יש חיתוך בין

): מתקיים ) ( )f x g x  או( ) ( )f x g x .לפיכך השטח המבוקש יתקבל באופן הבא :( ( ) ( )) 
b

a

S f x g x dx  ואין

 .העליונה בתחום ואיזוהי התחתונהצורך לבדוק איזוהי הפונקציה 

איזוהי העליונה מבין שתיהן : קרי, לבדיקת המצב ההדדי של שתי הפונקציות 7למרות המצוין בהערה : 2הערה 

אם לא נשתמש . יש תרומה ליכולת שלנו לבחון האם הערך המספרי שהתקבל עבור השטח נכון, ואיזוהי התחתונה

נוכל לבצע את חישוב האינטגרל לפי , ונקציה העליונה בין השתייםבערך המוחלט ונברר לעצמנו איזוהי הפ

: הנוסחה 

b

a

dxעליונהתחתונהS ברור כי לא . נדע כי טעינו בביצוע האינטגרל, אם נקבל תוצאה שלילית. )(

 .זו תהיה טעות כפולה. נוכל להציע את המספר הנגדי למספר שהתקבל בחישוב האינטגרל כמייצג את השטח

 28איור 

)(xf 
( )f x 

)(xg 
)(xg 

x 

x 

y y 
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יכול להיחשב כמקרה פרטי של הנוסחה  x -שוב השטח הכלוא בין גרף של פונקציה לבין ציר החי: 3הערה 

): הוא הפונקציהx -היות וציר ה, שהוכחה עבור חישוב שטח הכלוא בין גרפים של שתי פונקציות ) 0f x . כאשר

)הפונקציה  )f x היא מעל ציר ה –שלילית היא העליונה בין השתיים -אי- x . כאשר הפונקציה( )f x חיובית-אי ,

 .x -היא מתחת לציר ה –היא התחתונה בין השתיים 

נצטרך להשתמש ביותר מאשר אינטגרל , ונקציותלחישוב השטח הכלוא בין גרפים של יותר משתי פ: 4הערה 

 . אחד

 .להלן פעילויות המדגימות סוגיות מרכזיות בחישובי שטחים

 חישוב שטח מוגבל בין גרפים של שתי פונקציות בדרכים שונות : 13 עילותפ

)2: חישוב השטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות ) ( 2) f x x ו- ( ) 2 g x x ( 09איור.) 

22: פתרון המשוואה. בשלב ראשון יש למצוא את נקודות החיתוך ( 2)  x x 2 :הואx  3אוx . הפתרון

42: ראשית מעלים את שני אגפי המשוואה בחזקה שנייה ומקבלים: מתקבל באופן הבא ( 2)  x x .תח אם נפ

לכן נבחר . ריבועית ולא תהיה לנו שיטה לפתור אותה-נקבל משוואה ממעלה רביעית שאינה דו, סוגריים ונפשט

 : פירוק לגורמים –בדרך אחרת 

4 32 ( 2) ( 2)[( 2) 1] 0       x x x x 

2x:מכאן  2 :או 1x   ,3 :כלומרx  .וון כי

שבתהליך הפתרון העלינו את המשוואה 

עלינו לבדוק את התאמת , המקורית בחזקה זוגית

הצבה . הערכים שהתקבלו למשוואה המקורית

אכן , במשוואה המקורית מגלה ששני הערכים

 .פותרים אותה

לחישוב השטח הכלוא בין שני הגרפים , לפיכך

עלינו לחשב את אחד משני האינטגרלים 

 :המסוימים

 
3

2

2

( 2) 2   S x x dx או : 
3

2

2

2 ( 2)   S x x dx .הפונקציה , בסרטוט של הגרפים הנתון לעיל

 : לכן נבחר בחישוב האינטגרל. העליונה היא פונקציית השורש הריבועי

. 
3

2

2

2 ( 2)   S x x dx 

: נקבל 
3

3 3
2

2
2

2( 2) 2 ( 2) 1
2 ( 2)

3 3 3

x x x
S x x dx

   
        

 
. 

כפי , טכניקה האלגברית הנדרשת לפתרון המשימהשתי הפונקציות שנבחרו עבור הפעילות הזו מזמנות דיון ב

 .שהובהר לעיל

 22איור 

x 

y 

 29 איור
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 :אפשר גם אחרת

אפשר לבצע הזזה של שתי : ניתן גם להציע דרך מעט עוקפת לפתרון המשימה

הזזה . כך שהן יחתכו זו את זו בראשית הצירים, הפונקציות שתי יחידות שמאלה

ידי -ייעשה על לאחר ההזזה חישוב השטח. זו שומרת על השטח הכלוא ביניהן

: האינטגרל הבא 
1

2

0

S x x dx  ( 05איור). 

שילוב  –חישוב שטח בין גרף פונקציה לבין משיק לגרף : 14פעילות 

 .חישוב שטחי מצולעים

2: נתבונן בפונקציה 2( ) ( 1) ( 1)  f x x x. 

הפונקציה . (1,0-) -ו (1,0): בשתי הנקודות x -נשים לב שהיא נוגעת בציר ה, כדי לסרטט סקיצה של הגרף שלה

 .07איור כבלכן נוכל לתאר את הגרף . שלילית-זוגית ואי

 :נרצה לחשב את. 00,  04,  00, 00,  07כדי לבצע את החישובים הבאים ניעזר באיורים 

(i) נטגרל לבין שטח שילוב בין אי –. השטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין המשיק לה בנקודת המקסימום שלה

 .מלבן

(ii)  (2,9)השטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין הישר המחבר בין נקודת המינימום הימנית לבין הנקודה. – 

 .שילוב בין אינטגרל לבין שטח משולש

(iii) השטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין המשיקים לה בנקודות בהן :| x טח שילוב בין אינטגרל לש – 0.5=|

 .טרפז

 (:i) -פתרון ל

 (.07איור ), יש לפונקציה נקודת קיצון 0x -ברור שב, כיוון שהפונקציה זוגית

יש לפונקציה נקודת , אם כך, ביניהן. מוכרות x -נקודות החיתוך עם ציר ה

1yישרמכאן שיש לחשב את השטח הכלוא בין הגרף לבין ה. מקסימום  . 

ברור שניתן לגזור את . השיקולים שהוצגו לעיל לא נשענים על חשבון דיפרנציאלי

 .הפונקציה ולמצוא בדרך זו את נקודת המקסימום

הזוגיות של הפונקציה מובילה לכך שהישר יחתוך את הפונקציה בשתי נקודות 

 לכן נוכל לחשב את(. 00ר איו), שהן סימטריות זו לזו ביחס לראשית הצירים

 .מחצית השטח ולכפול בשתיים

): למציאת נקודות החיתוך נפתור את המשוואה ) 1f x .נקבל: 

 20111)1()( 222  xאוxxxxf 

: לחישוב השטח אפשר להשתמש בנוסחה הבאה, לכן 
2

2 2

0

2 1 ( 1)S x dx  . 

 : אולם אפשר גם לחשב את השטח באופן אחר

: טח מלבן ונוריד ממנו את השטח שמתחת לגרףנחשב ש 
2

2 2

0

2 2 1 ( 1)S x dx
 

    
 
 

. 
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  (:ii) -פתרון ל

)9 :משוואת הישר היא 1) y x ,( 00איור.) 

לחישוב השטח הכלוא בין הישר לגרף הפונקציה אפשר להשתמש 

 :באינטגרל הבא

. 
2

2 2

1

9 9 ( 1)   S x x dx 

למעשה . האלגברית מעט מסורבלת זוהי כבר משימה בה הטכניקה

, בכל פעם שיש לחשב שטח שאחד מגבולותיו הוא פונקציה ליניארית

האינטגרציה של החלק הלינארי מכבידה על ביצוע הפעולה 

 .האלגברית

ידי שנחשב את השטח המבוקש -אפשר לעקוף חלק מהמורכבות על

 :כך

2

2 2

1

( 1)  ABCS S x dx. 

1: נקבל 9 / 2 4.5   ABCS . 

 

22 2
5 3

2 2 4 2

11 1

2
( 1) ( 2 1)

5 3

32 16 1 2 31 14 93 70 15 38 8
2 1 1 2

5 3 5 3 5 3 15 15 15

x x
x dx x x dx x

 
        

 

 
           

 
 

:            ובסך הכול
2

2 2

1

38 135 76 59 29
( 1) 4.5 1

15 30 30 30


       ABCS S x dx. 

  (:iii) -פתרון ל

 :משוואות המשיקים לגרף הפונקציה בנקודות

 1 9
,

2 16
 הן :

21
2 16

  
x

y ( 04איור.) 

לכן ברור שנזדקק לשני , השטח המבוקש כלוא בין שלוש פונקציות

 .טגרליםאינ

אם משתמשים בזוגיות של הפונקציה אפשר להסתפק בחישוב , יחד עם זאת

: ולהיעזר באינטגרל הבא, החצי הימני של השטח

 
0.5

2 2

0

21
( 1)

2 2 16
    

S x
x dx. 

 (.00איור )  :כדי לחסוך את האינטגרציה של הפונקציה הלינארית נשתמש בשטח של טרפז

 33איור 
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0.5

2 2

0

( 1)
2
  OHDF

S
S x dx 

: מקבלים
 1 21 9

2 16 16 30 15
2 64 32OHDFS



   

0.50.5 0.5
5 3

2 2 4 2

00 0

2
( 1) ( 2 1)

5 3

1 2 3 40 15 16 203
0.5 0

5 32 3 8 15 32 480

x x
x dx x x dx x

 
        

 

  
     

  

 
 

: השטח הכולל הוא 225 203 22 11
2

480 480 240
S


  . 

 

 לגרף של פונקציה למשיק בנקודת השקה לא ידועה xשטח כלוא בין ציר : 15פעילות 

)לגרף הפונקציה  )f x x a  ,0a ,ידוע כי גודל השטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבין ציר . שיקמעבירים מ

: לבין המשיק הוא x-ה
3

1
 .את נקודת ההשקה aיש לבטא באמצעות (. 06איור ), 

 . אך נקודת ההשקה לא ידועה, בבעיה זו עלינו למצוא ביטוי למשוואת המשיק

x-נסמן את שיעור ה ),)((),(: t-של נקודת ההשקה ב   atttft  . 

: כדי למצוא את משוואת המשיק נגזור את הפונקציה
1

( )
2

 


f x
x a

: לכן שיפוע המשיק הוא. 

1
( )

2
 


f t

t a
: ומשוואת המשיק היא, 

( )

2

x t
y t a

t a


  


: או בהצגה אחרת ,

( ) 2 2 2

2 2 2 2

x t t a x t x t a
y t a

t a t a t a t a

    
     

   
. 

 .(06ראו איור )נסרטט סקיצה של המצב הנתון 

): היא x-נקודת החיתוך של הגרף עם ציר ה , 0)a , נקודת החיתוך של

2) :היא x-המשיק עם ציר ה ,0)a t. 

: השטח המבוקש הוא, לכן  

t

a

ABC dxaxSS. 

: מתקיים
( (2 ))

( )
2



   
   ABC

t a t t a
S t a t a. 

: וכן
2( ) 2( )

3 3

tt

aa

x a x a t a t a
x adx

   
   

 35איור 

x 

y 

 36איור 

x

ס

 ס

y 



084 

_____________________________________________________________________________________ 
 הטכניון -דידקטי למורה -ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                     גרלי     חשבון אינט

: בשל כך
( )

3

t

ABC

a

t a t a
S S x adx

 
   . 

: פי הנתון-על
( ) 1

3 3

 


t a t a
1t: ולכן,  a  ,נקודת ההשקה היא, כלומר :( 1,1)a . 

 הערה

במקרה זה מומלץ לבצע את  .aניתן להוריד את רמת הקושי של הבעיה אם מציבים ערך מספרי עבור הפרמטר 

 .ההכללה המוצגת בבעיה זו כשלב שני

 

 שטח כלוא בין גרף של פונקציה למשיק העובר בנקודה שאינה על הגרף: 16פעילות 

,0) דרך הנקודה 15) 3: מעבירים משיק לגרף הפונקציה( ) 1f x x  .מהו השטח הכלוא בין גרף הפונקציה ,

 (.01איור ' ר)? ושני הצירים ברביע הראשון , המשיק

 . זו הדגש הוא על המורכבות האלגברית של הפתרוןגם בפעילות 

הנקודה הנתונה על המשיק לא נמצאת עלינו למצוא את משוואת המשיק לגרף כאשר 

 .על גרף הפונקציה

 :לשם כך נביע את שיפוע המשיק בשני אופנים שונים

)3 -נסמן את נקודת ההשקה ב , ( )) ( , 1)t f t t t . 

מצד שני הוא נתון , ידי ערך הנגזרת בנקודת ההשקה-מצד אחד שיפוע המשיק נתון על

משוואה הבאה וממנה למצוא את נקודת לכן נוכל לבנות את ה, ידי מנת ההפרשים-על

 :ההשקה

3
2 1 ( 15)

3
0

t
t

t

  



2t: מכך נקבל,   .ומשוואת  (2,9): נקודת ההשקה היא

12: המשיק היא 15y x . 

)3: הפונקציהידי -מבוקש מוגבל עלהשטח ה ) 1f x x  ,1: המשיק 2 1 5y x  

 .לכן נזדקק לשני אינטגרלים או לאינטגרל ומצולע לצורך חישובו. והצירים

ידי העלאת אנך לציר -על, הדרך הישירה לחישוב השטח מחייבת חלוקתו לשני חלקים

בנקודה  x -ה
5

( ,0)
4

C: 

5/4 2

3 3

0 5/4

( 1) (( 1) (12 15))S x dx x x dx       

 : ניתן להציגה גם באופן הבא, למעשה. מסורבלת דרך זו
2 2

3

0 5/4

( 1) (12 15)    S x dx x dx 

שטח של , לכן, האינטגרל מחשב. גרל השני האינטגרנד היא פונקציה לינאריתטבהפרש אינטגרלים זה באינ

 .משולש או טרפז
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ת מהדיון האחת מהן היא זו שנובע. אשר משתמשות בשטחי משולשים, להלן שתי דרכים נוחות לחישוב השטח

 .שלעיל

לבין שטח המשולש , y -הפרש בין השטח הכלוא בין הגרף של הפונקציה לבין המשיק לבין ציר ה –דרך א 

 :x -אשר מתחת לציר ה

22 4
3 2

0 0

5 1 75
( 1 (12 15)) 6 16 15 4 24 32 2.625

4 4 2 8
OBC

x
S x x dx S x x

 
                

 
  

לבין שטח המשולש ,  [0,2]בתחום  x -ן ציר ההפרש בין השטח הכלוא בין גרף הפונקציה לבי –דרך ב 

 :ומימין לשטח המבוקש x -שנוצר מעל ציר ה

22 4
3

0 0

5 1 27
( 1) 9 2 4 2 2.625

4 4 2 8
ACD

x
S x dx S x

   
               

  
  

היות והאינטגרציה מתבצעת רק , ניתן לראות שהדרך האחרונה היא היעילה ביותר

ראוי להדגיש עובדה זו . א עבור המשיק הלינאריעבור הפונקציה המקורית ול

לתלמידים ולכוונם לפעול לחיפוש אחר דרכים כאלה לפתרון בעיות של חישובי 

 .באמצעות אינטגרלים שטחים

 

 דוגמה לחישוב שטחים בין פונקציות מעריכיות :17פעילות 

גרף כדי לפתור אותה יש להכיר את ה. הבעיה הבאה מתייחסת לפונקציות מעריכיות

xyשל  e מומלץ לעודד תלמידים לבצע חישובים באופן ידני . ואת חוקי הלוגריתמים

 .כדי לבסס את המיומנויות האלגבריות, וללא מחשבון

)3: נתונות הפונקציות ) xf x e3 -ו( ) 2 3 xg x e  . יש לחשב את היחס בו מחלקת

) ל הפונקציההאסימפטוטה האפקית ש )g x את השטח הכלוא בין ציר ה-y  לבין

 .שני הגרפים

 

)3הגרף של . בעיה נסרטט סקיצה של הגרפיםלפתרון ה ) xf x e  דומה מאוד לגרף

xy: של הפונקציה האלמנטרית המוכרת לנו e . 3הפונקציה( ) 2 3 xg x e  

)3מתקבלת מהפונקציה  ) xf x e שיקוף בציר ה (7)ידי -על- y (3 -מעבר מxe  

כיוון שהאסימפטוטה האופקית של . הזזה בשתי יחידות כלפי מעלה( 0) ,(0-כפל ב)מתיחה  3xe) ,(0) -ל
3( ) xf x e היא ציר ה-x , 3הרי שהאסימפטוטה האופקית של( ) 2 3 xg x e  2: היא הישרy .  

 .08כך מתקבלת הסקיצה שבאיור 

 .היחס המבוקש נחשב כל אחד מהשטחים לחישוב

3ln(3), יתוך בין הגרפיםשל נקודת הח x-שיעור ה
ln 3

3
 x ,3מתקבל מפתרון המשוואה 32 3 x xe e  . 
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2yשאחת מהן היא הישר , ידי שלוש פונקציות-השטח העליון מוגבל על  , לכן נוכל למצוא דרך חישוב עוקפת

 .באמצעות מצולעים

1: נחשב ראשית את סכום השטחים 2S S ,ידי שתי פונקציות בלבד-המוגבל על: 

3ln 3

3 3
1 2

0

(2 3 )x xS S e e dx   . 

)3באמצעות הפרש בין שטח מלבן לבין השטח שבין הגרף של  2Sלאחר מכן נחשב את  ) xf x e לבין ציר ה-x ,

 : 09איור כמתואר ב

3ln 2

3
2

0

x
OABCS S e dx   

2yנמצאת בחיתוך בין הישר  B הנקודה   3לבין הגרף של( ) xf x e , ולכן

ln)3: היא 2,2)B. 

 

 :ניגש לחישוב

 

3
3 ln 3ln 3 3 3

3 3
1 2

0 0

3 3

3
(2 3 ) 2

3 3

1 1
2ln 3 1 ( 1 ) 2ln 3

3 3

x x
x x e e

S S e e dx x



 

        
 

      


 

 

3
3 ln 2ln 2 3

3 3 3
2

0 0

2 1 1
2 ln 2 2 ln 2 ( ) (ln 4 1)

3 3 3 3

x
x

OABC

e
S S e dx

 
           

 
 

 

          :          מכאן  33 3
1 1 2 2

1 3 1
2ln 3 2ln 2 2ln

3 2 3
S S S S

 
        

 
  

 

                 :                והיחס המבוקש הוא

3

1

32

3 1
2ln

2 3
1

2ln 2
3

S

S
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 בעזרת אינטגרליםחישוב נפחים של גופי סיבוב 

ניעזר בו לחישוב נפחים של גופי סיבוב הנוצרים מסיבוב גרפים . בסעיף זה נציג יישום נוסף של האינטגרל המסוים

 .(45ראו איור . )x -פונקציות בתחום חסום סביב ציר ה של

 :נוכל גם כאן להיעזר בדוגמה מוכרת, בהקבלה להצגת הנושא של חישוב השטחים

)אנו יודעים לחשב נפח גליל ישר : מצד אחד )V , שרדיוס הבסיס בוR  וגובהוH .2: בנתונים אלהV R H . 

ky: אם ניקח גרף של פונקציה קבועה   ונסובב קטע שלו החסום ביןx a ל- x b , כאשרa b , נקבל גליל

b: וגובהו kשרדיוס בסיסו הוא  a .לכן נפחו יהיה :

2 ( )V k b a   . 

2: נתבונן בערך האינטגרל: מצד שני 2 2 2

b
b

a
a

I k dx k x k b k a    

2: נוכל לקשר בין שתי התוצאות ולומר 2( )

b

a

V k b a k dx     . 

 ?האם ניתן להכליל את הקשר שגילינו וכיצד: נשאלת השאלה

 

 באמצעות אינטגרל מסוים ישוב הנפחים של גופי סיבובח

תחום במישור  Dיהי  ,x y  מעל לקטע ,a b של 

של פונקציה רציפה  ומתחת לגרף ,x-ציר ה

 y f x 47 כפי שמוצג באיור, זה בקטע. 

נוצר  ,x-סביב ציר ה תחום כזה מסתובב במרחב אם

משטח עקום ושני עיגולים ידי -עלהחסום  גוף סיבוב

 .40 שצורתו מוצגת באיור

 

 ידי-עלהמתקבל , כדי לחשב את הנפח של הגוף

חום הנמצא מתחת של הת x-סיבוב סביב ציר ה

לגרף  y f x  ומעל לקטע ,a b,  נחלק את

הקטע  ,a b ל-n קטעים בעזרת נקודות :

0 1 2 ... na x x x x b      .( 40ראו איור ).נסמן ב-km ו-kM את הערך המינימלי ואת 

 הערך המקסימלי של f x בקטע  1,k kx x .רטט שני מלבנים מעל הקטע סנ 1,k kx x :

שמתחת לגרף של  המלבן הראשון חסום בתחום. kMוהשני בגובה  kmאחד בגובה 

הפונקציה ומעל לקטע  1,k kx x , יהיבנהמוצגת  40באיור . חוסם תחום זה –והשני, 

4nבמקרה  ,שתוארה לעיל . 

בסיבובם של מלבנים מעל קטע  1,k kx x סביב ציר ה-x אשר  ישרים נוצרים שני גלילים

וגובהם  kM -ו kmבסיסיהם הם עיגולים ברדיוס  1k kx x  . אםkV  הוא הנפח של גוף

V 

 42איור 

 

 41איור 

 41איור 
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גרף הסיבוב של התחום מתחת ל ידי-עלהנוצר 

 y f x  ומעל לקטע 1,k kx x  ציר הסביב-x ,

: אזי   2 2
1 1k k k k k k km x x V M x x     . 

הוא נפח הגוף המתקבל בסיבוב התחום  Vאם 

שמתחת לגרף  y f x הקטע  ומעל לכל

 ,a b סביב ציר ה-x ,אזי: 
1

n

k

k

V V


.  ולכן

 :נובע כי שוויון לעיל-מהאי

.   2 2
1 1

1 1

n n

k k k k k k

k k

m x x V M x x  

 

     

שוויון האחרון הם סכומים אינטגרליים של הפונקציה -האי הסכומים באגפי  2f x  בקטע ,a b .פי-על 

שוויון לעיל לגבול כאשר -אם נעבור באי .ההגדרה של אינטגרל מסוים כגבול של סכומים אינטגרליים

 1
1
max 0k k

k n
x x 

 
  , שוויון הבא-איהנקבל את: 

   2 2

b b

a a

f x dx V f x dx    

 :שוויון זה מתקיים אם ורק אם-אי

   2 2

b b

a a

V f x dx f x dx    

 :הראינו כי

aשל התחום הנמצא מעל לקטע  x-של הגוף המתקבל בסיבוב סביב ציר ה V הנפח x b  לגרף של  ומתחת

 פונקציה רציפה y f x הוא, בקטע זה  2

b

a

V f x dx . 

 

 פונקצייתלהוכיח שהיא דרך אחרת להצדיק את החישוב של נפח גוף סיבוב באמצעות אינטגרל מסוים  :1הערה 

2: הנגזרת של הנפח המבוקש היא הפונקציה ( )f x  ,לחישוב שטח  060בעמוד להצדקה שניתנה  בדומה

  .בעזרת אינטגרל מסוים

אותה נוסחה נכונה גם עבור . שלילית-התייחסנו לפונקציה אי, כפי שהוצג לעיל, ב הנפחבהצדקת חישו :2הערה 

חיובית וגם עבור פונקציה המחליפה את סימנה בקטע -פונקציה אי ,a b .מהעובדה, כמובן, ההסבר נובע ,

2 -שלצורך חישוב הנפח משתמשים בפונקציה הקדומה ל ( )f x ,שלילית בכל מקרה-שהיא פונקציה אי. 

)של שטח הכלוא בין שתי פונקציות  x -נפח גוף סיבוב הנוצר מסיבוב סביב ציר ה :3הערה  )f x (עליונה ) 

) -ו )g x (תחתונה) , בקטע ,a b צד אחד של ציר הונמצא כולו מ- x ,ידי הנוסחה-נתון על :

 2 2( ) ( )

b

a

V f x g x dx   . להלן עוסקת בטעות נפוצה 78פעילות. 
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 דוגמה בסיסית לחישוב נפח גוף סיבוב: 18פעילות 

): הפונקציה של השטח הכלוא בין גרף x -המהו נפח גוף הסיבוב המתקבל מסיבוב סביב ציר  ) 2f x x   לבין

 ?שני הצירים

2xתחום ההגדרה של הפונקציה הוא   .הנפח המתקבל :   

22 2

0 0

2 2 4 2 2
2

 
          

 


x
V x dx x. 

 

 

 

 

 

 

 

 נפחים של גופים מוכרים: 19פעילות 

 .ם של פונקציות מתאימותבפעילות זו נרצה לנסח נוסחאות לנפחים של גופים מוכרים באמצעות סיבוב גרפי

 .הנוסחה ו אתונסח ,פונקציה מתאימה לחישוב נפח חרוט ישר ובחר .א

 .הנוסחה ו אתונסח, קטוםפונקציה מתאימה לחישוב נפח חרוט ישר  ובחר .ב

 .בחרו פונקציות מתאימות לחישוב נפח טבעת ונסחו את הנוסחה .ג

 

 פתרון

ציה לינארית לקבלת חרוט כגוף סיבוב של גרף של פונקציה ניקח פונק .א

בעל רדיוס בסיס  hכדי לקבל חרוט בגובה . שעוברת בראשית הצירים

R ,נגדיר את הפונקציה: ( )
R

f x x
h

 .כעת נסובב סביב ציר ה- x  את

0קטע הפונקציה בתחום  x h  ,קבל שנפחו הואנ: 

2 2 2 3 2 3 2

2 2 2

0 0
33 3

hh
R x R x R h R h

V dx
h h h

      
          

     
 

הוא בדיוק  hוגובהו  Rזאת אומרת שנפחו של חרוט שרדיוס בסיסו הוא 

 .(40איור . )שליש מנפח הגליל בעל אותו בסיס

 

x=h 

R 

 45 איור

x 

y 

 44איור 

y 

x x 

y 
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 (:46 איור) Rלחישוב נפח כדור נסובב חצי מעגל ברדיוס  .ב
2 2( )f x R x . 

 : הנפח שיתקבל

. 
3 3 3

2 2 2 3 4
2

3 3 3

R
R

R R

x R R
V R x dx R x R

 

    
            

   
 

צמיג נוצר כאשר מעגל שאין לו נקודה  .צמיגנפח נביא דוגמה לחישוב  .ג

נבחר בשתי פונקציות המרכיבות . משותפת עם ישר מסתובב סביב הישר

)2: (0,2)שמרכזו בנקודה , 7מעגל ברדיוס  ) 1 2  f x x , 

)2-ו ) 1 2g x x    ( 48 ,41איורים .)סיבוב המעגל סביב ציר ה- x 

. 7והרדיוס הפנימי שלו  0שהרדיוס החיצוני שלו הוא ( טורוס)צמיג  ייצור

 :נפחו יחושב באמצעות האינטגרל

.     
1 12 2

2 2 2

1 1

1 2 2 1 8 1
 

 
          

 
 V x x dx x dx 

)2-ת הפונקציה הקדומה ללביצוע האינטגרציה יש למצוא א ) 1 f x x . 

tx: לצורך כך מציבים sin ,ומקבלים : 

.    2 1
1 sin 2arcsin arcsin

2
    x dx x x C 

 .24: נפח הצמיג הוא

 .8מציג הדמיה של צמיג הנוצר מסיבוב של מעגל סביב ציר 49איור 

 

 

                                                           
8
  .סלב ירשוב'וצאנטולי קורופטוב וההדמיה נוצרה ביישומון שפותח על ידי  

 47 איור

x 

y 

 46איור 

 48איור 

 49איור 

 ב א
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 שליליות-שתי פונקציות אינפח גופי סיבוב בין : 21 פעילות

)2: נתונות הפונקציות .א ) f x x ו- ( ) g x x ( 05איור) . חשב את נפח גוף הסיבוב הנוצר מסיבוב סביב ציר

 .של השטח הכלוא בין שתיהן x -ה

 :מהי המשמעות של האינטגרל הבא .ב   
1

2 2
2

0

  V x x dx? 

 רוןפת

 :הנפח המתקבל. (1,1) -ו (0,0): הפונקציות חותכות זו את זו בנקודות .א

     
1

1 1 2 52 2
2 4

0 0 0

1 1
0.3

2 5 2 5

                     
    
 

x x
V x x dx x x dx 

נדגיש שהנפח המחושב הוא למעשה ההפרש בין נפח גוף הסיבוב הנוצר מסיבוב 

)2השטח הכלוא בין גרף הפונקציה  ) f x x ה לבין ציר- x  לבין נפח , [0,1]בקטע

x-הגוף הנוצר מסיבוב השטח הכלוא באותו התחום בין ציר ה : לבין הפונקציה  

( )g x x( . 05ראו איור) 

. ב   
1

2 2
2

0

 x x dx ונקציה מתאר את הנפח המתקבל מסיבוב הפ

2( )m x x x  סביב ציר ה-x. 

 

 

  x -מחליפה את סימנה סביב ציר ההנפח גוף סיבוב הנוצר מסיבוב של פונקציה : 21 פעילות

של שטח שנכלא בין גרף  x-ידי סיבוב סביב ציר ה-שנוצרו על, בפעילויות קודמות חישבנו נפחים של גופי סיבוב

כיצד נחשב נפח גוף סיבוב שנוצר משטח הכלוא בין ציר . x-שנמצא כולו מצד אחד של ציר ה, של פונקציה אחת

 ? לבין פונקציה שמחליפה את סימנה x-ה

אינן משפיעות על חישוב  x-עם ציר ההשאלות הבאות מוליכות למסקנה שנקודות החיתוך של גרף הפונקציה 

 . הנפח

xxfנפח גוף הסיבוב הנוצר מסיבוב השטח הכלוא בין הגרף של  חשבו את .7 sin)(  לבין ציר ה- x בתחום: 

(7 ) x0     (0 )0 x      (0)  x. 

: לבין ערך האינטגרל הקודםמהו הקשר בין סכום הנפחים שחושבו בסעיף  .0 




 dxx2sin ? 

 .עבורן פעולות דומות וובצע x-דוגמאות נוספות לפונקציות החותכות את ציר ה ובנ .0

 .מסקנה כללית ונסח .4

 

x

ס

 ס

y 

 51איור 



090 

_____________________________________________________________________________________ 
 הטכניון -דידקטי למורה -ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                     גרלי     חשבון אינט

 תשובות

: ם הראשונים נעשה באמצעות האינטגרליםחישוב שני הנפחי. 7 
0

2sin x dx







 ו-  2

0

sin x dx



  . שני גופי

 :ונפח כל אחד מהם, הסיבוב הם שווי נפח
2

2


, כמובן, הנפח השלישי הוא. 

 .2 -סכום נפחיהם השווה ל

: ערכו של הנפחערך האינטגרל הוא בדיוק כ. 0 2 2sin x dx





 



. 

 של גרף השטח הכלוא בין גרף x -מציג סיבוב סביב ציר ה 07באיור . 0

2 הפונקציה 2( ) ( 1)( 4)f x x x  לבין ציר ה- x .דומה עבורה  בדיקה

 .תכי גם כאן הפרדה לשלושה תחומים אינה הכרחי, מראה

של שטח הכלוא , x -בחישוב נפח גוף סיבוב הנוצר מסיבוב סביב ציר ה. 4

אין צורך לבצע הפרדה של , ידי גרף של פונקציה כלשהי-משני צדי הציר על

אפשר לבצע את החישוב באמצעות  –האינטגרל לפי נקודות החיתוך 

לכך נובע מהעובדה  ההסבר. שגבולותיו הם קצות התחום, אינטגרל אחד

מתבצע באופן , x -שחישוב נפח גוף סיבוב של שטח הנמצא מתחת לציר ה

 .זהה לזה שנמצא מעליו

 

שטח הכלוא בין שתי פונקציות שמצבן ההדדי נפח גוף סיבוב הנוצר מסיבוב של : 22 פעילות

  משתנה

ן שתי כיצד נחשב נפח גוף סיבוב הנוצר משטח הכלוא בי

בחלק מהתחום  –פונקציות נחתכות המשנות את הכיוון ביניהן 

ואילו בחלק האחר המצב , האחת עליונה והשנייה מתחתיה

ולחשב בנפרד , האם הפעם יש להפריד את החישוב. הפוך

ראו )? ידי נקודות החיתוך של הפונקציות-אינטגרלים בתחומים הנוצרים על

 .(00איור 

תוך , המסקנה שבמקרה זה ההפרדה הכרחית השאלות הבאות מוליכות אל

 x -ידי סיבוב סביב ציר ה-הדגשת ההבדל בין מצב גופי הסיבוב הנוצרים על

שטח שכלוא בין  x -לבין סיבוב סביב ציר ה, שטח הכלוא בין שתי פונקציות

 .x -פונקציה לבין ציר ה

)3רפים של הפונקציות מציג את הג 00ר איו .7 ) 2 2f x x x    

)2 -ו ) 2g x x  . 

סיבוב של השטח המוגבל בין  ידי-עלחשבו את נפח גוף הסיבוב הנוצר . א

 .x -שני הגרפים של שתי הפונקציות סביב ציר ה

 :מה מייצג המספר. ב   
2

2 2
3 2

1

2 2x x x dx



      
 ? 

 51איור 

x 

y 

 

 52איור 
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ף הסיבוב הנוצר מסיבוב השטח הכלוא בין הגרף מהו נפח גו .0

xxfשל  sin2)(   לבין הגרף של( ) 2 sing x x  , סביב

 (: 00איור )בתחומים הבאים  x -הציר 

0. א x  ב . x0  ג . 3x. 

: ערך האינטגרל מהו .0    






3
22

sin2sin2 dxxx ? 

  ?g -ו fפונקציות וכיצד הוא קשור ל

 הערות והארות לפעילות , פתרונות

 :הנפח המבוקש הוא הסכום של שני האינטגרלים הבא. א .7

.       
0 2

2 2 2 2
3 2 2 3

1 0

2 2 2 2 2V x x x dx x x x dx



                 
     

)3בתחום הימני  ) 2f x x x   ואילו בתחום השמאלי היא התחתונה, היא הפונקציה העליונה. 

 .האינטגרל הנתון בשאלה מחשב את ההפרש בין הנפחים ולא את הנפח הדרוש .ב

x :בתחום הנידון הפונקציות נחתכות בנקודות בהן .0  , 0x, x , 2x ו-  3x.  מההיכרות עם

: לכן נחשב את האינטגרל. גופי סיבוב חופפים 4הפונקציות ברור כי נוצרים 

    2 2

0

2 sin 2 sinx x dx



    ,4 -ונכפול את התוצאה ב. 

.      2 2 2 2

0 0

4 2 sin 2 sin 4 4 4sin sin 4 4sin sin 64x x dx x x x x dx

 

             

0.     
3

2 2
2 sin 2 sin 0x x dx









     

 :חשוב להדגיש

בו שינוי במצב ויש , x -השטח הכלוא בין שני גרפים ששניהם מעל ציר הנוצר מ, בחישוב נפח גוף סיבוב .א

כך שכל אינטגרל מבטא נפח של גוף סיבוב , יש להפריד את חישוב הנפח לסכום נפחים, ההדדי של הפונקציות

אם שתי : הקפידיש ל, כמו כן. הנוצר מחלק השטח הנמצא בין שתי נקודות חיתוך סמוכות של שני הגרפים

יש לבצע הפרש בו המחוסר הוא הפונקציה העליונה והמחסר הוא הפונקציה , שליליות-הפונקציות אי

 .המצב הפוך, x -אם שני הגרפים מתחת לציר ה. התחתונה

שר מחשבים נפח של גוף סיבוב בו כא. הוא בעצמו פונקציה x -ההבדל בין שתי המסקנות קשור בכך שציר ה .ב

כאשר הציר הוא . מהריבוע של הפונקציה העליונה( בריבוע)הוא הפונקציה התחתונה יש לחסר אפס  x -ציר ה

כך ששינוי המצב ההדדי של , מהריבוע של הפונקציה התחתונה( בריבוע)הפונקציה התחתונה יש לחסר אפס 

, כאשר מדובר בשתי פונקציות שאף אחת מהן אינה פונקציית האפס. על ערך האינטגרלהפונקציות לא משפיע 

 .שינוי המצב ההדדי של הפונקציות משפיע על ערך האינטגרל

 53ר איו
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 חיובית-שלילית ופונקציה אי-נפח גוף סיבוב בין פונקציה אי: 23 פעילות

בפעילות זו נבחן את השפעת המצב ההדדי של הפונקציות על נפח גוף 

 .יבובהס

של שטחים  x -טיפלנו בחישוב נפח גוף סיבוב הנוצר מסיבוב סביב ציר ה

 .הכלואים בין שני גרפים הנמצאים שניהם באותו צד של הציר

)2: נתונות הפונקציות ) sinf x x ו- ( ) cos2 1g x x . ( 04ראו איור). 

שתי הפונקציות בין שתי נקודות חיתוך השטח הכלוא בין הגרפים של 

 ?מהו נפח גוף הסיבוב. x -מסתובב סביב ציר ה ,סמוכות שלהן

)2הפונקציה  ) sinf x x הגרף שלה נמצא כולו מעל ציר . שלילית-היא אי

) :פרט לנקודות ההשקה עמו, x -ה ,0)k ,k שלם. 

)הפונקציה  ) cos2 1g x x  היות שהיא הזזה ביחידה , חיובית-היא אי

cosאחת כלפי מטה של הפונקציה  2x  הגם פונקציה זו נוגעת בציר . 1-ל (1-)החסומה בין- x בנקודות: ( ,0)k ,

k כדי לחשב את נפח גוף הסיבוב עלינו לבחון מהו הקשר , כן-על .גרף שלה נמצא מתחת לצירפרט להן ה. שלם

)בין  )f x  לבין( )g x. 

)אם  ) ( )g x f x  לכלx 0: בתחום x   , אזי נוכל לחשב את הנפח באמצעות( )g x  (. ולהיפך)בלבד

2: ואמנם 2 2 21 cos2 sin 1 (1 2sin ) sin sin 0x x x x x        

): כלומר ) ( )g x f x לכן הנפח המבוקש הוא. בין שתי נקודות חיתוך סמוכות : 
2

0

1 cos(2 )x dx



  . נשאיר

 .חישוב זה לקוראים

)אם המצב ההדדי בין  )f x  לבין( )g x  כזה שבו יש חיתוך ביניהן –היה שונה ,

 .פי נקודות החיתוך ביניהן-היה עלינו להפריד את חישוב הנפח לתחומים על

 

 נפח גוף סיבוב מורכב: 24 פעילות

כיצד נפעל אם נידרש לחשב נפח גוף סיבוב בו לא כל השטח נמצא מצד אחד 

 .(00ר ראו איו)? x-ציר השל 

 

 

 

): הפונקציות נחתכות בנקודות 1,1) .ידי -גוף הסיבוב הנוצר תחום על

)2: בתחום זה והיא" החיצונית"הפונקציה  ) 2g x x . 

 .נשאיר את הפתרון לקוראים

2: נתונות הפונקציות
( ) 2 1f x x  2 -ו

( ) 2g x x . 

 . x -ההשטח הכלוא בין הגרפים של שתי הפונקציות מסתובב סביב ציר 

 ?מהו נפח גוף הסיבוב

 55איור  

x

ס

 ס

y 

 54איור 
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 yנפח גוף סיבוב סביב ציר  –הרחבה : 25 פעילות

-עלשל התחום החסום  y -הסיבוב סביב ציר  ידי-עלהמתקבל את נפח הגוף 

)הגרף ידי )x g y yישריםהו, y -הציר ,   c   ,y d , ניתן לחשב לפי

 :הנוסחה

 2

d

c

V g y dy  

 ידי-על באופן ישיר מנוסחת חישוב הנפח המוכרת לנומתקבלת  נוסחה זו

 .הבא ממחיש אותה 06איור . y -ו xהחלפת תפקידי המשתנים 

 הגרף ידי-עלהחסום  של התחום מצא את נפח הגוף המתקבל על יד סיבובנ
3( )f x x ,1 הישרy  ה וציר- y, הציר  סביב- y. 

)3: נחליף משתנים ונקבל )x g y y  .נשתמש בנוסחה ונקבל: 

. 
11 1 2 5

2
3 33

0 0 0

3 3

5 5
V y dy y dy y


        

 בעיות ערך קיצון באינטגרלים 

בחקירת פונקציות לפני חישובי שטחים , כמובן, אליניתן לשלב בין החשבון האינטגרלי לבין החשבון הדיפרנצי

 .נביא כאן שתי דוגמאות לשילוב בין החשבון האינטגרלי לבין בעיות ערך קיצון. ונפחים

 1דוגמה 

2: הגרפים של הפונקציות 1y ax   ו- 
2x

y
a

 נחתכים בנקודות A ו- B. 

 ?המאפשר חיתוך בין הפונקציות, aו התנאי על מה

 ? כדי שהשטח הכלוא בין הגרפים של שתי הפונקציות יהיה מקסימלי ,aצריך להיות הערך של  מה

 פתרון

 נבנה פונקציה. הזוגות האפשריים מתוארת סקיצה של זוג פונקציות מתוך אינסוף, (01ראו איור )בסרטוט 

 :לצורך כך נבטא את נקודות החיתוך בין שני הגרפים. שתתאר את השטח הכלוא בין שתי הפונקציות
2

2

2

2

1

1

x
ax

a

a
x

a

   




 

: כדי שהפונקציות ייחתכו צריך להתקיים
2

0
1

a

a



0a :כלומר,   .השטח המסומן הוא: 

.

2
21 2 3 3 1

2

2

00

4
( ) 2 1 2

3 3 3 1

a
a

a
ax ax x a

S a ax dx x
a a a


   

         
   

 
 57איור 

 56איור 
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 .תר לגזור את הפונקציהכעת נו

2

2 2

2

1

( 1)4
( )

3
2

1

a

a
S a

a

a

 
 


  
 
  

1a: הנגזרת מתאפסת ומחליפה סימן עבור.   . 

1a-המונה של הנגזרת מתאפס גם ב)   ,אך יש לזכור שהפונקציה לא מוגדרת שם). 

0: הנגזרת חיובית בתחום 1a  1: ושלילית בתחוםa  , 1כך שעבורa  יש לפונקציית השטח נקודת

 .מקסימום

 2דוגמה 

: נתונה הפונקציה
3 24

( )
2

  



x x ax

f x
x

. 

 םשמצאת aאת הערך של  וביהצ .aאת הערך של הפרמטר  ומצא .ידוע כי לפונקציה אין אסימפטוטה אנכית

 .דרך נקודת הקיצון של הפונקציה y -לציר ה מקבילמעבירים  .סקיצה של גרף הפונקציה וטסרטו ,בסעיף א

 .יק לגרף הפונקציהמעבירים מש y -מקביל לציר הלבין ה y -בתחום שבין ציר ה

 y -האנך לציר ה, הכלוא בין הגרףזה : כך שסכום השטחים, העביר את המשיקאת הנקודה בה צריך ל ומצא

 :והמשיק הוא y-ציר ה, וזה הכלוא בין הגרף, והמשיק

    מינימלי .א

 קסימלימ .ב

 פתרון

הרי שהמונה שלה מתאפס ביחד עם , אנכיתהיות שלפונקציה אין אסימפטוטה 

2xמציבים . המכנה שלה  4: דורשים שוויון לאפס ומקבלים, במונהa  .

)2: הפונקציה זהה לפונקציה ) 2f x x x  , 2פרט לנקודה בהx  . בנקודה זו

 אור) .1xבנקודת הקיצון הוא הישר  y -קביל לציר ההמ". חור"לפונקציה יש 

 (.08איור 

את שיעור  t -כדי לבנות פונקציה שתתאר את סכום השטחים המבוקש נסמן ב

 . של נקודת ההשקה x -ה

: נקודת ההשקה היא 2,2t t t .2)2: משוואת המשיק היא 2 )y t x t  . 

: הפונקציה המבוקשת היא 
1

2 2

0

( ) (2 2 ) (2 )S t t x t x x dx    . 

נשים לב שמדובר כאן בהפרש בין שטח טרפז . אך אפשר גם לפשט את המשימה, אפשר לחשב את האינטגרל

לכן מספיק לחפש את הקיצון של שטח . x-ולה והאנך לציר ההפרב, x-לבין השטח הקבוע הכלוא בין ציר ה

)הטרפז  )k t .לשם כך נתייחס לנקודות החיתוך של המשיק עם המקביל ועם ציר ה- y. 

)2: נקבל ) 1k t t t   .שמתקבל עבור, לכן יש לה מינימום, יל חיוביהתקבלה פונקציה ריבועית בעלת מקדם מוב :

0.5t . 

 .לצורך מציאת הערך המקסימלי נבחן את ערכי שטח הטרפז בנקודות הקצה של קטע האינטגרציה

: נקבל   0 1 1 k k ,בשני קצות הקטע גודל השטח הנוצר בין המשיק לגרף ולתוחם האנכי הוא . כלומר

 .יהמקסימל

 58איור 

x

ס

 ס

y 
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 מתארת קצב שינוי אל הפונקציה הקדומה לההמפונקציה : 26פעילות 

 :שניות 4במשך , מסלול ישר ל מהירות ההתקדמות של כדור לאורךש, מתארת את קצב השינוי f הפונקציה. 7

2

2

0 , 0 2

( ) 4
, 2 4

t

f t t
t

t

 


  
 



. 

)ידי פונקציה רציפה -מהירות הכדור מתוארת על )F x . 0היא המהירות תחילת התנועה שתי שניות לאחר 

 ?שניות לאחר תחילת התנועה 4מהי מהירות הכדור . נ"ש/מ

 ,יהישנכל בומכפיל את המהירות , קילומטרים לשנייה 15 במהירות, טיל מתחיל לנוע מכדור הארץ לחלל. 0

15נע במהירות  ,כלומר 2tv   כאשר , מטרים לשנייהt  באיזה מרחק . זמן בשניות מתחילת התנועהההוא

דקה מתחילת  כעבורמכדור הארץ יהיה הטיל 

 ?התנועה

. שלג בעיר מסוימתהחל לרדת  75:55בשעה . 0

ארת את קצב ירידת השלג תמ xf)(הפונקציה 

את  מציג 09איור  .מטר מעוקב לדקה ביחידות של

 .גרף הפונקציה

2

2

2

0.1( 30) 90, 0 30

3 , 30 60
( )

0.1( 60) 180, 60 90

0.05( 90) 90, 90

    


 
 

    
   

x x

x x
f x

x x

x x

 

אם  ,במהלך השעתיים שנערםמהי כמות השלג . א

 ?השלג לא נמס

)Vמהי הפונקציה . ב x כמות המצטברת של השלג השל  (

לא היה שלג  75:55בתנאי שלפני  ,שירד תוך שעתיים

 ?בעיר

הקלוריות של אדם שמתאמן בעזרת מכשיר קצב שריפת  .4

)ידי הפונקציה -מסוים נתון על )b x : 

2

2 5, 0 5

( ) 37, 5 25

0.1( 25) 37, 25

   


  

   

x x

b x x

x x

 

 .מציג את גרף הפונקציה 65איור 

 ?דקות 45כמה קלוריות שורף אותו אדם במהלך 

 (דקות)זמן 

 (ק בדקה"מ)קצב ירידת השלג 

 59איור 

 (בדקה)שריפת קלוריות 

 (בדקות)זמן 
 61איור 
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את גרף הפונקציה המתארת את  מציג 67איור  .0

 9:55 החל מהשעה, כניסת אנשים לקניון קצב

 . שעת הפתיחה של הקניון, בבוקר

 ?70:55כמה אנשים נכנסו לקניון עד 

 

 

 

 תשובות

בשתי השניות הראשונות של התנועה אין . מהירות התנועה היא הפונקציה הקדומה של הפונקציה הנתונה .7

: יהידי הפונקצ-המהירות בשתי השניות הבאות מתוארת על. נ"ש/מ 0שינוי במהירות ולכן היא קבועה על 
2

2 2

4 4
( ) (1 ) 4 /

t
F t dt dt t t C

t t


       .(2): נדרוש 2 2 3F C    ,כלומר :( ) 4 / 3F t t t   

(4): שניות מהירות הכדור תהיה 4לאחר , ומכאן 4 4 / 4 3 6
sec

mF    . 

 

 הדרך שלנגזרת ה ,כלומר, קצב השינוי של ההעתקכי המהירות היא  זכירנ, כדי לפתור את הבעיה .0 S t 

:כלומר, שעשה הטיל מתחילת תנועתו   S t v t  . 

 :מתקיים, לפי נתוני הבעיה   15 2 ,   0 0tS t S   .  

:מכאן 
15 2

ln 2

t

S t C


  , התנאי 0 0S   נותן
15

ln 2
C   . 

 :ולכן   
15 2 15 15

2 1
ln 2 ln 2 ln 2

t
tS t


   . 

 הטיל יהיה במרחק, שניות מתחילת התנועה 65 לאחר: מסקנה   60 1915
60 2 1 6 10

ln 2
S     קילומטרים 

 .הטיל יהיה מחוץ לגלקסיה שלנו, דקה מתחילת התנועה כעבור ,כלומר ,מכדור הארץ

 

. ג שנערםהפונקציה המתארת את קצב ירידת השלג היא הנגזרת של הפונקציה המתארת את כמות השל. א . 0

לכן . לכן הפונקציה המתארת את כמות השלג שנערם היא פונקציה קדומה של פונקציית קצב ירידת השלג

כמות זו שווה לשטח מתחת לגרף . ניתן לחשב את כמות השלג שנערם באמצעות אינטגרל מסוים

 .xf)(הפונקציה 

 :בארבעת קטעי הפונקציהאת הכמות הזאת ניתן לחשב בעזרת אינטגרל מסוים 

30 60 90

2 2

0 30 60

120

2

90

( 0.1( 30) 90) 3 ( 0.1( 60) 180)

( 0.05( 90) 90) 1800 4050 4500 2250 12600

V x dx xdx x dx

x dx

         

        

  



 

 60  

 אנשים בדקה

 (דקות)זמן 
120 

 61איור 
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 .ב       

 

 

 

 

 

 

הפונקציה המתארת את קצב שריפת הקלוריות היא הנגזרת של הפונקציה המתארת את כמות הקלוריות  .4

לכן הפונקציה המתארת את הכמות המצטברת של הקלוריות הנשרפות היא . המצטברת שהאדם שורף

)פונקציה קדומה של הפונקציה  )b x. 

 :הדקות בעזרת אינטגרל מסוים כך 45נחשב את כמות הקלוריות שנשרפה במהלך 

5 25 40

2

0 5 25

(2 5) 37 ( 0.1( 25) 37)

20 740 442.5 1202.5

xA dx dx x dx       

   

   

 

נשים לב שמדובר במספר האנשים . x -ידי השטח שבין הגרף לציר ה-מספר האנשים המבוקש מיוצג על .0

נוח לחשב . נוכל לחשב אותו באמצעות השטח מתחת לגרף הפונקציה. שעות בלבד 0שנכנסו לקניון במהלך 

 .משולש וטרפז, את השטח כסכום של שטחי שני מלבנים

900 1800 600 300 3600N      

 .אפשר גם לחשב את משוואות הישרים ולחשב את השטח באמצעות אינטגרל מסוים

3

2

3

3

( 30)
0.1 90 900, 0 30

3

3 450, 30 60
2

( )
( 60)

0.1 180 4950, 60 90
3

( 90)
0.01 90 2250, 90

3

 
    



  
 

    



   


x
x x

x
x

V x
x

x x

x
x x


