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 הפונקציות הטריגונומטריות

 

  מבוא

לראשונה התלמידים פוגשים פונקציות שהן . המפגש עם הפונקציות הטריגונומטריות מביא עמו חידושים רבים

  .ובעלות אינסוף נקודות קיצון ואינסוף נקודות פיתול, סימטריות, חסומות, בעת ובעונה אחת מחזוריות

המפגש עם הפונקציות מביא . כפונקציה של זווית, ת מעגל היחידההפונקציות הטריגונומטריות מוגדרות באמצעו

יחידה זרה ומוזרה שמחייבת שימוש , ומפגש עם יחידת מידה חדשה לזוויות, עמו משמעות חדשה למושג הזווית

  .ואפילו מעגל שלם" פשוטות"רציונליים כדי למדוד זוויות -במספרים אי

העולם . מחזוריתבעלות התנהגות תופעות ולהבין לתאר  אפשרתמהפונקציות הטריגונומטריות המחזוריות של 

 הימים ךועמן השינויים המחזוריים באור, עונות השנה חוזרות על עצמן. כאלההסובב אותנו עשיר בתופעות 

משתנה במחזורים גובה פני הים  ,הצל משנה במהלך היממה את אורכו וכיוונו ,הירח משנה את צורתו. והלילות

המדענים משתמשים בפונקציות הסינוס , בדרך זו או אחרת. ואף הלב פועם במחזוריות קבועה ,גאות ושפלשל 

     .והקוסינוס לתיאור ומחקר של תופעות אלה

ועל כן נוח לחקור או להדגים באמצעותן מושגים מתמטיים , פונקציות הטריגונומטריות תכונות ויזואליות בולטותל

מושגים , באמצעות הפונקציות הטריגונומטריות, קטיות אחרות מכוונות להאירחלק מהפעילויות והצעות דיד. שונים

תכונות של קשרים בין , פעולות בין פונקציות, טרנספורמציות של פונקציות, מחזוריות של פונקציות: כלליים יותר

  . ועוד, פונקציות המרכיבות אותןלבין תכונות הפונקציות מורכבות 

להמחיש את מאפשרת , ורך הצגות גרפיות של הפונקציות הטריגונומטריותנגישותן של תוכנות מחשב לצ

, להמחיש זהויות, משוב מהירלקבל  להעלות השערות, הפונקציות הטריגונומטריות ואת בניית הגרפים שלהן

  . לחקור טרנספורמציות ליניאריות של הפונקציות ועוד

  .והערות מתמטיות ודידקטיות למורה ,מלוות בפתרונות, תהיבפרק יובאו הצעות רבות לפעילות בכ

  1מחזוריות של פונקציות

  הגדרה

אם קיים מספר ממשי  מחזוריתנקראת  xf)(פונקציה  .Dפונקציה ממשית עם תחום הגדרה  xf)( נתונה

0T   כך שלכלx D מתקיים:  

1( x T D   וגםx T D .  

2( ( ) ( )f x T f x . 

  .xf)(של  מחזורנקרא  Tהמספר 

  

                                                 
 .ובמקורות המוזכרים בו 26הרחבה בנושא המחזוריות ניתן למצוא בעמוד 1
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mאז כל מספר , הוא מחזור שלה T-מחזורית ו xf)(אם פונקציה ברור כי  T כאשר m גם הוא מחזור  ,שלם

לעתים אנחנו מעוניינים לדעת מהו . כי לפונקציה מחזורית יש תמיד אינסוף מחזוריםמכאן נובע  .xf)(של 

   .החיובי הקטן ביותר של הפונקציה המחזור

xאם בהגדרת פונקציה מחזורית נוותר על הדרישה  T D  , מושג ). ימינה(נגיע להגדרת מחזוריות בכיוון חיובי

ציר  כיוונית מועיל כאשר עוסקים בפונקציות אשר תחום הגדרתן ממוקם בחלק החיובי של-הגדרת המחזוריות החד

  .x -ה

חיובי הקטן המחזור ההוא  T אם ,xf)(של פונקציה מחזורית ) מחזורהאו ( המחזור היסודינקרא  T המספר

 . xf)(בין כל המחזורים החיוביים של מביותר 

  .פעילויות אחדות שיכולות להוביל לדיון במושג המחזוריות להלן

  

  2תנועה על היקף ריבוע :1פעילות 

  .A(1,1) ,B(-1,1) ,C(-1,-1) ,D(1,-1) שקדקודיו במערכת צירים מסורטט ריבוע

נגד  ,(1,0)החל מהנקודה , נדמיין גוף שנע במערכת צירים לאורך היקף הריבוע

  .הגוף משלים שני סיבובים ונעצר. כיוון השעון

של הנקודה  y -מתאים לדרך שעובר הגוף את שיעור הה ,סרטטו את גרף הפונקציה

  .אליה הגיע

  

 

   פתרון

  :למשל, שקל לזהות כדי לסרטט את הגרף נוח להתמקד בנקודות

  . הוא אפס ולכן הגרף עובר בראשית הצירים y -ברגע המוצא שיעור ה

הוא עבר דרך  Aכשהגוף מגיע לנקודה 

באורך יחידה אחת ונמצא בנקודה 
לא  y -שיעור ה. 1שלה  y -ששיעור ה

משלים דרך אשר הגוף עד משתנה 

  .Bלנקודה מגיע יחידות ו 3שאורכה 

  .2גרף הפונקציה מוצג באיור 

תחומי , יםהשיפוע של קטעי הגרף השונ, והירידה שלה עלייהתחומי ה, ניתן להמשיך ולשאול על תכונות הפונקציה

בהמשך  החשיבה במונחי הדרך שעובר הגוף תומכת במעבר לרדיאנים. החיוביות והשליליות של הפונקציה

  .הלמידה

                                                 
  ).2001(מעובדת על פי קירו ונפתליס הפעילות  2

 2איור 

A  B 

C D 

 1איור 

x 
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  אפשרויות להרחבת הפעילות

   .הצירים במערכת לבדוק כיצד ישתנה הגרף אם נקיף מצולעים אחריםניתן          

ולכן  ,ינוספעילויות ההרחבה הן מורכבות יותר מאשר סרטוט גרף הס

ולא כפעילויות הכנה  ,מתאימות כפעילויות העשרה או כפעילויות למורים

    .לקראת סרטוט גרף הסינוס

  

  

  וברדיאנים במעלות זוויות במישור כצורות גאומטריות ומדידתן

  הגדרות

. תזווית במישור היא צורה גאומטרית המוגדרת כחלק המישור הכלוא בין שתי קרניים היוצאות מנקודה אח

קיימות שתי יחידות למדידת גודל של . קדקוד הזווית -והנקודה המשותפת שלהן שוקי הזווית  נקראות הקרניים

  . מעלה ורדיאן: זווית במישור

 זווית מרכזית במעגל הנשענת על קשת שאורכה הוא מידת היאמעלה 
1

360
  . מהיקף המעגל 

  . מעגל הנשענת על קשת אשר אורכה שווה לרדיוס המעגלזווית מרכזית ב מידתהוא  רדיאן

  

 מידתהסימון ל. הן ברדיאניםוהן במעלות  ,במישור כל זווית בעזרת שתי יחידות המידה הללו ניתן למדוד מידה של

   .rad -ברדיאנים  מידהול הזווית במעלות הוא 

  

  המרת מידת הזווית מרדיאנים למעלות ולהיפך

: מתבטא בשוויון היחסיםהקשר בין שתי המידות 
360 2

x



 x -מידת הזווית במעלות ומייצגת את  כאשר , 

  .השברים שבשני אגפי השוויון מבטאים אותו חלק של המעגל. מידה של אותה הזווית ברדיאניםהמייצג את 

: שתי נוסחאות מתוך הפרופורציה מתקבלות
180

x
 

 ו- 
180x



.  

 -רדיאן אחד שווה לכי  נוכל להסיק
180

57.3


  . 0.01745 -שווה למעלה אחת

180 rad


  

  

  .מוצגות זוויות שונות במישור ומידותיהן במעלות וברדיאנים 4באיור 

 3איור 

 4איור 



355 
 

______________________________________________________________________________  
 הטכניון -דידקטי למורה - ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                                                                        הטריגונומטריות    פונקציות ה

  לציון מידת זווית ברדיאנים ל שימוש בכפולות ש

זווית , גם מידותיהן ברדיאנים של זווית ישרה, רציונלי-מספר אי, 2ה ברדיאנים היא שלמכיוון שהמידה של זווית 

מוש ברדיאנים לציון מידות מבחינה זו שי. וזוויות שימושיות אחרות אינן מספרים רציונליים צלעות-של משולש שווה

אחת הדרכים להתגבר על כך היא לציין את מידות הזוויות באמצעות כפולות של . של זוויות יכול להיות מסורבל

 .רדיאנים בעזרת את מידת הזווית בנוח להביע , בפרט, המספר  מחלק של יאמעלות הב מידת הזווית כאשר

   .או כפולה שלו 180

  .בעזרת מידת הזווית ברדיאנים לכתיבת  דוגמאותמציגה  1טבלה 

  

  

  

  

  

  זוויות סיבוב במישור

 2עד  0 -מאו , מעלות 360עד  0 -יכול להשתנות מ גודל זווית במישור, בהגדרת זווית כצורה גאומטרית

 -נוכל להרחיב תחום זה ל. רדיאנים ,  תהינה , כלומר. דיר זווית במישור כזווית סיבובאם נג,OA OB  שתי

נמצאת בסיבוב רציף סביב  OAהקרן ו, )לא נעה(קבועה  OBתהי קרן . Oקרניים במישור בעלות קדקוד משותף 

   .בכיוון מסוים, OBהחל מהקרן , Oדה הנקו

כיוון ' -נגד מחוגי השעון: הקרן הנעה יכולה לנוע בשני כיוונים. במצב התחלתי שתי הקרניים מתלכדות זו עם זו

, הקרניים מאונכות זו לזו, כאשר הקרן הנעה עוברת רבע סיבוב בכיוון חיובי. 'כיוון שלילי' –ועם מחוגי השעון ' חיובי

. נוצרת זווית שטוחה, כלומר, הקרניים יוצרות קו ישר, כאשר הקרן הנעה עוצרת בחצי סיבוב. וית ישרההן יוצרות זו

  .השלמנוצרת זווית , הקרניים עוד הפעם מתלכדות, כאשר הקרן הנעה משלימה את הסיבוב

  

  

 

 

 

 

זווית  .זווית קהה נקראת 180 לבין 90 זווית שמידתה בין .זווית חדה תנקרא 90לבין  0 זווית שמידתה בין

  .זווית נישאה נקראת 360 לבין 180 שמידתה בין

עד שהקרן המסתובבת תגיע למצב ההתחלתי  ).הכיוון החיובי(נניח כי התנועה מתבצעת כנגד כיוון השעון 

זווית הסיבוב שלה תיראה כזווית גאומטרית , עד שהיא תבצע סיבוב שלם ,כלומר ,)OBתתלכד שוב עם הקרן (

במהלך ). רדיאנים 2(מעלות  360 דע )רדיאנים 0(מעלות  0 -המשתנה ברציפות מ OA -ו OBעם שוקיים 

מעלות  720עד ) רדיאנים 2(מעלות  360 -ממשתנה שלה זווית הסיבוב  מידת, OAהקרן  הסיבוב השני של

)4 סיבוב בכיוון חיובי משתנה הזווית  מידת, השלמים אינו מוגבלהיות ומספר הסיבובים . וכך הלאה) רדיאנים

  מידה

  במעלות
180 90 45 30 60 120 210 315  600  1000  

  מידה

 ברדיאנים
  

2


 

4


 

6


 

3


 

2

3


 7

6


 

7

4


 

1
3

3
 

5
5

9
 

 5איור 

  1 טבלה



356 
 

______________________________________________________________________________  
 הטכניון -דידקטי למורה - ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                                                                        הטריגונומטריות    פונקציות ה

בכיוון  OAאז בסיבוב רציף של הקרן , אם לזוויות הסיבוב בכיוון השעון נשייך סימן שלילי, בדומה .עד  0-מ

תקבל כל ערך שלילי בין  זווית הסיבוב, השעון  הנמדדות במעלות או , זוויות הסיבוב בשני הכיוונים. 0 -ו

) תחוםמקבלות כל ערך ב, ברדיאנים , ) .  

  טח גזרהאורך קשת וש

  אורך קשת של מעגל

  .מהגדרת הרדיאן מקבלים מיד נוסחה לחישוב אורך קשת של מעגל

Rxlהוא  xהמתאימה לזווית  אורך הקשתאז  ,רדיוס המעגל R -ו, מידת זווית ברדיאנים xאם  .  

  

  גזרת המעגל שטח

   ).6איור ( גזרה של מעגל היא צורה הכלואה בין שני רדיוסים לבין קשת

 MON מידת הזווית . 2Rשהוא , הוא חלק משטח העיגול כולו S שטח הגזרה

  . רדיאן 2 השלמידת זווית ומ ,x ברדיאנים היא

שווה לחלק היחסי של זווית הגזרה מתוך , גוליכיוון שהחלק היחסי של הגזרה מן הע

  :המעגל השלם מתקיימת הפרופורציה

22


x S

R 
.  

  :מכאן

 הוא xהמתאימה לזווית  שטח הגזרהאז  ,רדיוס המעגל R -ו, מידת זווית ברדיאנים xאם 
2

2




R x
S.  

אם נציב  l R x , כאשרl נקבל את הקשר  .אורך הקשת המתאימה לגזרה
2




R l
S.  

  מעגל היחידה

מעגל  אומרכזו בראשית הצירים נקר ו יחידה אחתמחוגמעגל ש

   ).7 איור( היחידה

ונקבע בו קרן נחה שמתלכדת עם , O -נסמן את ראשית הצירים ב

. שמוצאה במרכז המעגל OAוקרן נעה , x -הכיוון החיובי של ציר ה
של מעגל היחידה עם חלקו  היא נקודת החיתוך N(1,0)הנקודה 

קרן ההיא נקודת החיתוך של  M הנקודה. x -החיובי של ציר ה

כמו לכל נקודה . עם המעגל ,זווית כלשהי ל המתאימה, הנעה
 .My -ו Mx: יש לה שני שיעורים, הצירים במערכת

קרן הנעה שלהן היא הזוויות שהערכית בין -קיימת התאמה חד

OM, נקודות ה לביןM ההתאמה איננה . על מעגל היחידה  

  :ערכית-חד-חד

 Mלכל נקודה . וית מתאימה נקודה אחת על מעגל היחידהלכל זו

  ).7איור ( אינסוף זוויות להתאיםאפשר 

 7איור 

M 

N 
O 

 6איור 

x 
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  הגדרת פונקציות טריגונומטריות

, קוסינוס, סינוס: ארבע פונקציות טריגונומטריות יסודיותנעסוק בפרק זה ב

  .טנגנס וקוטנגנס

  .בתוך מעגל היחידה, קוסינוססינוס ו תחילה את הפונקציותנגדיר 

  הגדרת הפונקציות סינוס וקוסינוס

  הגדרות 

זווית כלשהי שהקרן הנחה שלה מתלכדת עם הכיוון החיובי של  תהא 

 ית נקודת החיתוך של הקרן הנעה המתאימה לזוו Mתהא . x -ציר ה
  .עם מעגל היחידה

sin, כלומר ,M נקודההשל  y -הוא שיעור ה זווית הסינוס  My.  

, כלומר ,M נקודההשל  x -הוא שיעור ה זווית הנוס קוסי
cos Mx.  

  

 :שיעוריה הם היחידהנקודה שנמצאת על מעגל  מההגדרה נובע שכל cos ,sin  ) 8איור.(  

   פונקציות סינוס וקוסינוסהתכונות של 

נתייחס תחילה אל  ,ת המישורינקציות סינוס וקוסינוס על משפטים מגאומטריכדי לבסס את ההבנה של תכונות הפו

נעמוד על ההבדל המהותי בין פונקציות טריגונומטריות שבהן  ,)365עמוד ( בהמשך. גודל הזווית כנתון במעלות

ן המשתנה לבין פונקציות טריגונומטריות שבה, אשר יכולה להיות נתונה במעלות או ברדיאנים, המשתנה הוא זווית

  .הוא מספר ממשי ללא כינוי

  ?טריגונומטריהמעגל האילו תכונות של הפונקציות ניתן לראות מתוך 

 לכל זווית  ותפונקציות סינוס וקוסינוס מוגדרה. 

  פונקציות סינוס וקוסינוס הם מספרים ממשייםהערכי. 

 1: הפונקציות חסומות sin 1    1וגם cos 1   .  

 

  השונים עיםירבבפונקציות סינוס וקוסינוס ה סימני

בארבעת  y-הו x -ההסימנים של שיעורי , מהגדרות הפונקציות

   .)9איור ( את הסימנים הבאיםהרביעים מקבלים 

ים חיוביים עבור כל הזוויות אשר סינוס מקבלת ערכהת יפונקצי

וערכים שליליים  ,הראשון והשניעים יברבידי נקודות -מיוצגות על

  .נקודות ברביע השלישי והרביעי ידי-עלעבור הזוויות המיוצגות 

הראשון עים יברבנקודות  ידי-עלמיוצגות מקבלת ערכים חיוביים עבור כל הזוויות אשר  הקוסינוסת יפונקצי

  .נקודות ברביעים השני והשלישי ידי-עלים שליליים עבור הזוויות המיוצגות וערכ ,והרביעי

 9איור 

 8איור 
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  של זוויות מיוחדותערכי הפונקציות סינוס וקוסינוס 

הנקודה  ידי-עלמיוצגת  0 זווית בת  .א 1,0N, לכן: sin 0 0              

cos0 -ו 1 . 

הנקודה  ידי-עלמיוצגת  90 זווית בת  .ב 0,1, לכן: sin90 1              

cos90 -ו 0 . 

 :באופן דומה  .ג
sin180 0 ;cos180 1  ;sin 270 1  ;cos270 0 ;

sin360 0 ;cos360 1 .  

 45זווית בת  .ד

   45המתאימה לזווית בת Mשיעורי הנקודהאת נמצא 

. OKMזווית -שולש ישרלשם כך נתבונן במ). 11איור (

1OM:היתר  . 45הזוויות החדות בנות  המשולש ולכן  

  . את אורכי הניצבים x -נסמן ב .שוקיים-שווה

 :פי משפט פיתגורס-על
2 2 1x x   

2 2
2 1

2
  x x  

  :מכאן
2

sin 45 cos 45
2

   .  

 30זווית בת .ה

   30 המתאימה לזווית בת M שיעורי הנקודהאת נמצא 

ת עם זווי זווית-ישרהוא משולש  OMKהמשולש ). 12איור (

מכאן . 30חדה בת 
1

2
MK  .  

 :פי משפט פיתגורס-עלבעזרת משפט פיתגורס נקבל כי 
3

2
OK   

  :קיבלנו

2

3
30cos ; 

1
sin30

2
   

  60זווית בת .ו

כאשר  M שיעורי הנקודהתן למצוא את בצורה דומה ני

   :ולקבל 60

  
1

cos60
2

 ; 
3

sin 60
2

 .  

 11איור 

 12איור 

 10איור 
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90  60  45  30  0    

1  
2

3
  

2

2
  

2

1
  0 sin  

0  
2

1
  

2

2
  

2

3
  1  cos  

  

  

  קשרים בין הסינוס והקוסינוס של זווית

  : זהות יסודית טריגונומטריתהפונקציות סינוס וקוסינוס קשורות זו בזו ב

2 2sin cos 1    

     

 : מתקיים OKMזווית -במשולש ישר: פיתגורסהקשר נובע ישירות ממשפט 

         2 2 2 2 2
1M MOK KM OM x y      

 .בקלות שהקשר מתקיים בכל הרביעים ניתן לראות

  

   :נקבל, בעזרת השנייהביע פונקציה אחת היסודית הטריגונומטרית נמתוך הזהות  אם

  

2sin 1 cos    ו-  
2cos 1 sin     

  

 

  

  הוא פונקציות סינוס וקוסינוסה קשר נוסף בין

 sin 90 cos    ו-  cos 90 sin      

, )13איור ( OLP -ו OKM: חפיפת המשולשיםמהקשר נובע 

מתאימה  Pנקודה ה, מתאימה לזווית  M נקודההכאשר 
לזווית  90 , ושיעוריהן בהתאם : cos ,sinM              

 -ו   [cos 90 ,sin 90 ]P     .  

ים גם עבור זוויות שאינן ברביע יבהמשך נראה כי קשר זה מתק

  .הראשון

  

 2 טבלה

 13איור 
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  זהויות טריגונומטריות מתוך מעגל היחידה : 2פעילות 

  

  .היחידה על מעגל Mלכל זווית מתאימה נקודה 

 Mהנקודה . שצלעותיו מקבילות לצירים MNPQסרטט במעגל היחידה מלבן נ

נסרטט את אלכסוני המלבן ונתבונן בארבעת המשולשים החופפים . מתאימה לזווית 

  ).14איור (המודגשים 

רשמו זהות שמקשרת בין הסינוסים של שתי זוויות  16 -ו 15 איוריםלכל אחד מן ה

 שתיהדגימו כל זהות באמצעות . שתי זוויות וזהות שמקשרת בין הקוסינוסים של

         ).  מתחת לכל איורה ראו דוגמ(זוויות 

        

  

  

  

  

  

                                  

 

sin(180:     זהות          ) sin                                          זהות:_____________ sin( ____ )  

sin160: 1 דוגמה          sin  sin:  1 דוגמה                                           ___  220 ___________     

  _______________________: 2 דוגמה                 ________________                     : 2 דוגמה         

cos(180   :  זהות          )   )cos: זהות                                      ____ ____ )   _____________ 

cos160: 1 דוגמה           sin:  1 דוגמה                                          ______ 220 ____________     

  ______________________: 2 דוגמה             __                         ______________: 2 דוגמה         

M N 

Q P 

 14איור 

 



 16איור  15איור 
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מקשרות בין קוסינוסים של ה ושתי זהויות ,מקשרות בין סינוסים של זוויותה שתי זהויות 17פי איור -על רשמו

    .לכל זהות דוגמאותרשמו שתי . זוויות

   

  

  

  

sin(360:    הותז )   (___)sin ______________:זהות                                               _____    

sin340: דוגמה  )sin      :  דוגמה                                                       ______  20 ) sin(20 )        

   _________________    : דוגמה                                                    ________________: דוגמה

cos(360  :   הותז )   (___)cos___________     : זהות                                            ______    

cos340: דוגמה   )cos:  דוגמה                                                    _______  20 )   __________                     

  __________________   : דוגמה                                                    ________________: דוגמה

   .368לזהויות נוספות שניתן לראות במעגל היחידה נתייחס בעמוד 

  

  3פונקציות סינוס וקוסינוס באמצעות קיפולי ניירההמחשת ערכי 

ניתן לשלב פעילות באמצעות קיפולי נייר להוראת , לאחר הגדרת הפונקציות הטריגונומטריות במעגל היחידה

  . ת מיוחדותחישוב ערכי הפונקציות של זוויו

  

  מעגל היחידה

  . יחידות אורך 2כל תלמיד מקבל ריבוע נייר שצלעו  .1

  ). 18 איור(בתוך הריבוע חסום מעגל 

  ?מהו רדיוס המעגל

  

  

    .19 כבאיור, נקפל את הריבוע לחצי ועוד פעם לחצי

  

 

 

                                                 
  .)2010(מעובד מתוך סבר  3

 18איור 

 19איור 

 17איור 
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  . הקיפול נפתח את הריבוע ונדגיש את קווי .2

 ). 20איור (התקבל מעגל היחידה במערכת צירים 

 
0ת סינוס של הזוויות יערכי פונקצי , 90 , 180 , 270     

   ).21 איור( נסמן ארבע נקודות חיתוך של מעגל היחידה עם צירי המערכת
  ?בכל אחת מהנקודות y-ה מהו שיעור ?לאילו זוויות מתאימות הנקודות

   :סינוס נרשוםהת יפי ההגדרה של פונקצי-על

 sin0 0, sin90 1, sin180 0, sin270 1      

  
45ת סינוס של הזוויות יערכי פונקצי , 135 , 225 , 315     

 .21נתחיל במעגל היחידה שבאיור  .1

 .נפתח ונדגיש את הקווים ,אלכסוניםהפי שני -נקפל את הריבוע על .2

  ).22איור ( נקודות החיתוך של האלכסונים עם מעגל היחידהאת נסמן  .3

  ? מה הנקודה שנמצאת ברביע הראשוןלאיזו זווית מתאי

  ).24היעזרו במשולש המסומן באיור ( 45sinחשבו את 

  ?אחרותהנקודות המות שלוש ילאילו זוויות מתא .4
  ? בכל אחת מהן y -שיעור ה ומה

  .)23איור ( בחפיפת משולשים או בשיקולי סימטריההיעזרו 

: נסכם .5
2 2 2 2

sin45 ,sin135 ,sin225 ,sin315
2 2 2 2

         .  

  
30ית סינוס של הזוויות יערכי פונקצ ,150 ,210 ,330     

 .25נתחיל במעגל היחידה שבאיור  .1

  .x-של הריבוע אל ציר ה נהאת הצלע העליו נצמיד .2
  ).25 איור( y-קיפול חוצה את הקטע החיובי של ציר ההקו 

  , נדגיש את קו הקיפול, נפתח את הריבוע .3

  נסמן את נקודת החיתוך של קו הקיפול עם מעגל היחידה 

  . ונחבר את הנקודה עם ראשית הצירים ,ברביע הראשון

  ).26 איור( x-אל ציר השסימנו נקודה הקיפול נוסף נוריד אנך מ ידי-על
  ?של הנקודה שברביע הראשון y-שיעור ה מהו

  ).נמקו(? מה הנקודהילאיזו זווית מתא

 .שווה למחצית היתרהזווית עם ניצב -היעזרו במשפט על משולש ישר

 22איור 

 20איור 

 24איור 

1

 25איור 

1

2
 

 23איור 

 21איור 
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  .שור העליוןישתי נקודות החיתוך שבחצי המנסמן את  .4
  .y -נקודות סימטריות ביחס לציר ההשתי 

  ?מתאימות הנקודותלאילו זוויות 
 ).26איור (של כל הנקודות y-שיעור האת נמצא 

  

 :נסכם .5
1 1 1 1

sin30 ,sin150 ,sin210 ,sin330
2 2 2 2

         .  

  :60על מעגל היחידה נקודה המתאימה לזווית בת , באופן דומה אפשר לסמן באמצעות קיפולי נייר

  :כך נקבל את הערכים הבאים ).x-ר החוצים את הקטע החיובי של צי(

3 3 3 3
sin60 , sin120 , sin240 , sin300

2 2 2 2
           

  .לית קוסינוס עבור כל הזוויות שלעיניתן לרשום את ערכי פונקצי, כן-כמו

ערכי  הםשיעורי הנקודות . נסמן על מעגל היחידה את הנקודות המתאימות לזוויות המיוחדות שהוצגו קודם, לסיום

  :)27איור ( הזוויות הללו שלינוס והסינוס הקוס

  

 
  

  

  

  

  

  

  

  

 0,1
1 3

,
2 2

 
  
  2 2

,
2 2

 
  
 

 

3 1
,

2 2

 
  
 

 1,0

3 1
,

2 2

 
  
 

 
2 2

,
2 2

 
  
 

 
1 3

,
2 2

 
  
 

  0, 1
1 3

,
2 2

 
   
 

 

2 2
,

2 2

 
   
 

 

3 1
,

2 2

 
   
 

 

 1,0 

3 1
,

2 2

 
  
 

 

2 2
,

2 2

 
  
 

 

1 3
,

2 2

 
  
 

 

 27איור 

 26איור 

1

2
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  ערכה לתלמיד -מודל של מעגל היחידה על נייר מילימטרי

מודל נשאר בידי התלמידים ויכול לשמש להמחשת זהויות ה. מודל למעגל היחידהלבנות יחד עם התלמידים ניתן 

  .טריגונומטריות ועוד

  :הציוד הדרוש

 טריאו נייר מילימ נייר משובץ,  

 מסורטט שעל כל אחת מהן  ,רצועות שקףעשויים מ, שני מחוגים

   ,בצבע שונה פס על כל רצועה, פס אחדצבעוני  בטוש

 בסיס מנייר בריסטול או מקלקר,  

  להידוק הערכה אל הבריסטול או לקלקרסיכות מתפצלות,   

 שקוף או מודפס על שקףזווית -מד.  

  הכנת הערכה

שמרכזו בפינה של משבצת  מסרטטים על נייר מילימטרי מעגל .1

  . ומחוגו דצימטר אחד

 .נתייחס אל דצימטר כאל יחידה

 .מערכתצירי אל הקטרים האלה נתייחס כאל . תומונחים על קווי המשבצהעל המעגל שני קטרים  מעבירים .2

 .המשיקים למעגל בנקודות החיתוך שלו עם הצירים ידי-עלאת הריבוע שנוצר  מסרטטים .3

 . גזרות שוות 12 -ליהיה מחולק מעגל כך שה ,קטרים 4 מעבירים עוד .4

 .גוזרים את הריבוע .5

 .אל נייר בריסטול או לוח קלקרמצמידים אותו הריבוע  תלהקשח .6

   .מפצלתה באמצעות סיכ ,ביחד צבעונייםמצמידים לראשית הצירים שני מחוגים  .7

 .ת הציריםימחוגים אלה ניתנים לסיבוב סביב ראש

  .זווית שקוף-מדמצרפים למודל  .8

  . במהלך כל השיעורים המוקדשים לפונקציות הטריגונומטריות יםערכה זו יכולה ללוות את התלמיד

ערכי בין המחוג ל זווית הסיבוב שלערכה זו מאפשרת לתלמידים לראות באופן מוחשי ודינמי את הקשר בין 

   .ונקציותטריגונומטריות המתקבלות מתוך הגדרת הפולהמחיש זהויות  ,הטריגונומטריותהפונקציות 

אך ניתן כמובן לקצר את התהליך ולהביא לתלמידים צילום של , כדאי שהתלמידים יהיו שותפים בהכנת הערכה

  . יר מילימטריימעגל יחידה על נ

  

  

 28איור 

 29איור 
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  הגרפים של הפונקציות סינוס וקוסינוס

  .סרטוט גרף הפונקציה סינוס מתוך מעגל היחידה

על המעגל מסומנות המידות ברדיאנים של זוויות הסיבוב . זרות שוותג 12 -מופיע מעגל יחידה מחולק ל 30באיור 

  .המתאימות לכל נקודת חלוקה) בסיבוב הראשון(

 .שסימנו על המעגל הזוויותאת הנקודות המתאימות למידות  x -כדי לסרטט את גרף הסינוס נסמן על ציר ה

  אם ברצוננו לקבל מערכת צירים הומוגנית נבחר גם על ציר . דהיא רדיאן אח x -היחידת האורך על ציר , כלומר
  . שווה באורכה לרדיוס המעגלהיחידה  y -ה

 ).30איור (שלם אחד  המתאים למעגל, הסינוס יתשל פונקצינסרטט במערכת צירים זו קטע מגרף 

 

 

 

 

  

 

 

 

מייצג זווית  x -יכולנו לציין את הזוויות המרכזיות במעלות ולקבל גרף דומה שבו המשתנה שעל ציר הבאופן דומה 

שמחייבת שימוש בכפולות של פאי , זרה ובלתי מוכרת, מהו הטעם להכניס מידת זווית נוספת, אם כך. במעלות

הפעילות הבאה מדגישה את ? זווית ישרה וזווית שטוחה אפילו כדי לציין את מידתן של זוויות מוכרות כמו

  .הפונקציותשתי ההגדרות השונות של ההבדלים בין 

  

  ?ת הסינוס המוגדרת ברדיאנים לבין הפונקציה המוגדרת במעלותימה בין פונקצי: 3פעילות         

הן נקודות  N -ו OM .M מסתובבת וקרן ON מציג מעגל יחידה שעליו קרן קבועה 31איור 

 ON מתחילה להסתובב החל מהמצב בו היא מתלכדת עם הקרן OMהקרן  .על המעגל

  .סיבוב אחד ומשלימה

       של y-את שיעור ה, OM מתאימה למידת הסיבוב במעלות של הקרן f הפונקציה

  .Mהנקודה 

  .M של הנקודה y-את שיעור ה, OM ברדיאנים של הקרןמתאימה למידת הסיבוב  g הפונקציה

  .Mשל הנקודה  y-את שיעור ה NMמתאימה לאורך הקשת  hהפונקציה 

  .מתאים לכל אחת מן הפונקציות 33 -ו 32רפים שבאיורים הו איזה מן הגז  .א

  ?מהו בערך שיפוע המשיק. בראשית הצירים כך שישיק לגרף סרגל 32הניחו על הגרף שבאיור   .ב

  ?מהו בערך שיפוע המשיק. בראשית הצירים כך שישיק לגרף סרגל 33הניחו על הגרף שבאיור   .ג

O N 

M 

 31איור 

 30איור 

6


3


2
 3

2


3
 2

3
 5

3
5

6
 7

6
 11

6
4

3


6


2


3
2


3
2

3


5
3


5
6


7
6
  

  



366 
 

______________________________________________________________________________  
 הטכניון -דידקטי למורה - ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                                                                        הטריגונומטריות    פונקציות ה

  תשובות
  . 33 מתאים הגרף fולפונקציה . 32מתאים הגרף  gברור כי לפונקציה  x - מן היחידות שעל ציר ה . א

הן  h -ו gהפונקציות , כיוון שמידת זווית ברדיאנים שווה לאורך הקשת המתאימה לה על מעגל היחידה

מוגדרת ה ,ית הסינוס ברדיאניםיפונקציה זו היא פונקצ. 32מתאים הגרף  hלכן גם לפונקציה  .פונקציות זהות
בתחום  20 x . הפונקציהf מוגדרת בתחום ה ,ת הסינוס במעלותיהיא פונקצי 3600 x.  

. נוכל לחשב שיפוע זה בקירוב באמצעות מנת הפרשים. 1בראשית הצירים הוא  gשיפוע הגרף של הפונקציה  . ב

שיפוע הגרף בראשית הצירים שווה לנגזרת הפונקציה סינוס . נוכל גם לאמת את הערכתנו באמצעות הנגזרת

0x כאשר ,  ואכןcos0 1 .  

fשיפוע גרף הפונקציה, למרות שהגרפים נראים זהים . ג . 1 -בראשית הצירים לא שווה ל  

לא נוכל ולכן , )היחידות על הצירים אינן שוות( אינה הומוגניתמערכת הצירים  34באיור 

וגם לא נוכל לחשב אותו  ,מראה עינייםפי -להעריך את השיפוע באופן גאומטרי על

נוכל לקחת שתי נקודות על המשיק ולאמוד . x -באמצעות טנגנס הזווית בין המשיק לציר ה

  .את השיפוע באמצעות מנת ההפרשים ביניהן
 P(30,0.5)חישוב מנת ההפרשים בין הנקודה  ידי-עלנוכל לקבל הערכה לשיפוע המשיק 

: לבין ראשית הצירים
0 5 0 1

30 0 60

.
m


 


 הערכה זו קרובה למדי לשיפוע המשיק שהוא. 

180


.  

  

  ?האם נוכל לסרטט את גרף הסינוס במעלות במערכת הומוגנית
במערכת הומוגנית נקבל  fאם ננסה לסרטט את גרף הפונקציה . נוח לביצועהסרטוט הוא אפשרי אם כי לא 

xשחופף לגרף הפונקציה (ד ושטוח מא, גרף שונה
180

sin


  .מציג גרף זה 35איור  ).המוגדרת ברדיאנים 

  

 33איור 

30  90  180  270  360  

30  

90  

180  

270  

2
3  32איור 

6


2
 

2
3 2



2


6


P 

 34איור 

30  60  

 35איור 
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   הערות לפעילות

  .ית הסינוס המוגדרת במעלות ופונקציית הסינוס המוגדרת ברדיאנים אינן שוותפונקציהפעילות מדגישה ש

  .הסינוס המוגדרת במעלות קשה לסרטט במערכת צירים הומוגנית קצייתפונאת 

נקודה במעגל  של y -המוגדרת ברדיאנים לא רק מתאימה למידת הזווית ברדיאנים את שיעור ההסינוס  פונקציית

רחקה של נקודה זו מציר מתאימה לאורך הקשת עד נקודה נתונה את מהתה גם כפונקציה וניתן לפרש א .היחידה

  .לפירוש זה שימושים מעשיים חשובים. x -ה

הנגזרת המוכרת בהמשך הפרק נראה ש  xx cossin '   ברדיאניםהמוגדרת  הלפונקצימתאימה רק.  

בים מוקדמים של לצד היתרונות של הפונקציה המוגדרת ברדיאנים יש יתרונות דידקטיים לשימוש במעלות בשל

נוח להציג את תכונות הסינוס והקוסינוס תחילה במעלות ואחר . בשפה שהיא מוכרת לתלמידים שימוש - הלמידה

אחד המקומות הנוחים למעבר  .כשבהדרגה עוברים לעסוק בפונקציות הטריגונומטריות ברדיאנים, כך ברדיאנים

  .הוא בעת הטיפול בגרפים של הפונקציות

שבהן המשתנים הם מספרים , ן דיפרנציאלי עוסקים בפונקציות טריגונומטריות ממשיותכשעוברים לחשבו

  ).371עמוד (בעזרת רדיאנים  מוגדרותפונקציות אלה . ממשיים

בפונקציות הטריגונומטריות כשהן מוגדרות בספר זה נעסוק , במפורש אחרת צויןבכל מקום שבו לא , מכאן ואילך

  .ברדיאנים

  

cosyה סרטוט גרף הפונקצי x מתוך מעגל היחידה   

xyעל מנת לסרטט את גרף הפונקציה  cos נסובב את מעגל היחידה ברבע סיבוב  ,מתוך מעגל היחידה

 במערכת הצירים בה מסורטט x -כך שהמצב ההתחלתי של הקרן הנעה יהיה במצב מאונך לציר ה, שמאלה

  של מעגל היחידה אל ציר  x -את ערכי הקוסינוס של הזוויות מציר ה" להטיל"באופן זה נוכל ). 36איור (הגרף 
  .של הגרף y -ה

  

  

  

  

  

  

 -ניתן להבחין כי הקוסינוס של כל זווית שווה לסינוס של הזווית הגדולה ממנה ב מדרך בניית הגרף
2


 ,למשל ,כך. 

ניתן לראות באיור כי 
7

cos sin
6 6

 
.  

cos :נבטא את הקשר בין הסינוס והקוסינוס במעלות וברדיאנים sin
2

   
 

x x ; cos sin 90      

6


 36איור 

2
  2

3
2

6
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  נקציה תכונות הפונקציות סינוס וקוסינוס כפי שהן משתקפות בגרף הפו: 4פעילות 

, ההתבוננות בגרף הפונקציה מאפשרת לקשר בין תכונות הפונקציה המשתקפות בגרף לבין מעגל היחידה

מציגה תכונות של  3טבלה  .מתקיימות לכל  חדה ולהראות שהזהויות אותן הסברנו במקרה של זווית 

  .ויזואלי לכל תכונההפונקציות ומציעה הסבר 

siny x cosy x הסבר ויזואלי  
מתוך מעגל 
 ייצוג גרפי  תכונה ייצוג גרפי  תכונה היחידה

  :מחזוריות
 kxx  2sinsin  

  שלם kלכל 
  

  :מחזוריות
 kxx  2coscos  

  שלם kלכל 
 

 

  :חסימות
1 sin 1x    

  :חסימות
1cos1  x   

  
  זוגיות -אי

   :xלכל 
  xx sinsin   

 

  זוגיות 

   :xלכל 
  xx coscos    

סימטריה ביחס 

:לישר
2

x


  

sin sin
2 2

x x
         

   
  

 

  סימטריה ביחס 
0, לנקודה

2

 
 
 

:  







 








 


xx
2

cos
2

cos 
 

  

  סימטריה ביחס 
לנקודה  0,:  

   xx  sinsin  
 

  סימטריה ביחס

xלישר   :  
    xx  coscos  

 
 

" חצי גל עליון"חפיפה של 

  :"חצי גל תחתון"ל
   xx sinsin   

 

חצי גל "חפיפה של 

  :"חצי גל תחתון"ל" עליון
   xx coscos     

  :יה בתחומיםיעל

k x k
 

      2 2
2 2

  :וירידה בתחומים

k x k
 
     

3
2 2

2 2
 

  :יה בתחומיםיעל

k x k    2 2  

  :וירידה בתחומים
k x k    2 2  

 
  
האיור ממחיש את 

ה יתחומי העלי
והירידה של 

 סינוסה פונקציית

  :חיוביות בתחומים

k x k    2 2  

  :שליליות בתחומים

kxk  222  

 

  :חיוביות בתחומים

k x k
 

      2 2
2 2

  :שליליות בתחומים
3

2 2
2 2
   k x k

 
   

  
האיור ממחיש את 

 החיוביותתחומי 
של  שליליותוה

 סינוסה פונקציית
 3 טבלה
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  גנס וקוטנגנס הגדרת הפונקציות טנ

   ).37איור ( נסמן במעגל טריגונומטרי זווית מרכזית חדה 

היא נקודת  Mהנקודה , היא הקרן הנעה של זווית  OA הקרן

 :הם M נקודהה שיעוריה של. החיתוך של הקרן עם המעגל
cos , sin M Mx y .  

, נעביר שני משיקים למעגל בנקודות החיתוך שלו עם צירי המערכת

או את ( OAהמשיקים חותכים את הקרן . B -ו N בנקודות

  .C -ו Tנקודות ב )המשכה

tanTy, כלומר,  טנגנסנקרא  Tהשיעור השני של נקודה   .  

, כלומר,  קוטנגנסנקרא  Cנקודה ההשיעור הראשון של 
cotCx  .  

  

  הקשרים בין טנגנס וקוטנגנס לבין סינוס וקוסינוס

מדמיון . זווית ולשניהם זווית משותפת -שני המשולשים ישרי). 37איור ( OKM-ו ONTנתבונן במשולשים 

: המשולשים נקבל
sin

tan
cos





 .  

הראו שהקשר . א
sin

tan
cos





   .גם ברביע השנימתקיים  

: והראו את הקשר ,זווית דומים-יחפשו זוג נוסף של משולשים ישר. ב
cos

cot
sin





.  

tan: ניתן לראות את הקשר האלגברי בין שתי הפונקציות cot 1    או
1

tan
cot




.  

: וכיצד ניתן להסביר את אותו הקשר
1

tan
cot




  ? )37איור (מתוך מעגל היחידה  

TNO -ו OBC: רמז   . דומים 

  

  ). ראו בהמשך(בשני האגפים מוגדרים הביטויים  כל הזהויות מתקיימות כאשר: הערה

 

  תכונות הפונקציות טנגנס וקוטנגנס

 פי הקשרים-פי ההגדרה ועל-על :
sin

tan
cos





 -ו 
cos

cot
sin





ניתן להבין כי טנגנס וקוטנגנס אינם  ,

  . מוגדרים לכל זווית 

 tan  מוגדר עבור זוויות בהןcos 0 ,כלומר ,
2

k
   ,k מספר שלם.  

 ו-cot  מוגדר עבור זוויות בהןsin 0 ,כלומר , k  ,k מספר שלם.  

 הפונקציות טנגנס וקוטנגנס אינן חסומות. 

 ושליליים ברביע השני וברביע  ,ערכי הפונקציות טנגנס וקוטנגנס חיוביים ברביע הראשון וברביע השלישי

 . הרביעי

 37איור 
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  מתכונות הסינוס והקוסינוס נוכל להסיק כי עבור
2




k
 )k מתקיים ) מספר שלםtan cot

2
   
 

     

cot   -ו tan
2

     
 

.   

  

  

  

  

  

  

  

  קשרים בין סינוס וקוסינוס לבין טנגנס וקוטנגנס

2אם נצא מהזהות היסודית  2sin cos 1   ,ונחלק את שני האגפים ב- cos 2 את הקשרקבל נ  

2
2

1
1 tan

cos
 


  

sin -באופן דומה ניתן לחלק את שני האגפים ב 2 ולקבל את הקשר  

2
2

1
1 cot

sin
 


  

  .שני הקשרים תקפים כאשר שני האגפים מוגדרים

  .37ניתן להוכיח קשרים אלה גם ישירות מתוך המעגל הטריגונומטרי שבאיור 

: הם OC-ו OTשאורכי הקטעים לשם כך יש להראות 
1

cos
OT 


 -ו 

1

sin
OC 


.  

  .נשאיר את ההוכחה לקוראים

  

  הגרפים של הפונקציות טנגנס וקוטנגנס: 5פעילות 

ט  גרף הפונקציה וסרט
tany x מתוך מעגל היחידה  

מייצג זווית  x 39באיור 
 yערך הפונקציה . ברדיאנים

מוגדר כאורך הקטע שהקרן 

, )המשכהאו (המסתובבת 

על המשיק למעגל  המקצ
 היחידה בנקודה ,1 0.  

  

  
  
  

 38איור 


6 

3  2
3  5

6   
2  

 39איור 


6  

  

  

  

  


3 2

3 
5

6 
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cotyט גרף הפונקציה וסרט x בדרכים אחדות  

xyין הפונקציות בעזרת הקשר ב. א cot ו- xy tan.  

  :נזכור

  לכלx  עבורו מוגדרות גם הפונקציהxy cot  וגם הפונקציהxy tan מתקיים הקשר :
x

x
tan

1
cot  .  

  ערכיx ונקציה עבורם הפxy tan  אינה מוגדרת הם


 kx
2

0cotבנקודות אלו . שלם kלכל ,  x.  

xyהעתיקו את גרף הפונקציה  tan  וסרטטו באותה מערכת צירים את גרף הפונקציהxy cot.  

cotו את הקשר הוכיח. ב x tan x
   

 2
xyוסרטטו את גרף הפונקציה ,  cot  לצד גרף הפונקציהxy tan 

  .בעזרת קשר זה

xyניתן לסרטט את גרף הפונקציה . ג cot אם מסובבים את מעגל היחידה , באופן ישיר מתוך מעגל היחידה

xyבאופן דומה לדרך בה סרטטנו את גרף הפונקציה , כיוון השעוןרבע סיבוב נגד  cos.  

  

  פונקציות טריגונומטריות ממשיות

המשתנה הבלתי (פונקציות בהן הארגומנט  ,כלומר, הפונקציות בהן אנו עוסקים באנליזה הן פונקציות ממשיות

מספר ממשי מופשט הוא מספר  .שיים מופשטיםשניהם מספרים ממ) המשתנה התלוי( וערך הפונקציה) תלוי

מספר ממשי קונקרטי , לעומת זאת. אשר אינו כרוך בספירה או מדידה של עצמים קונקרטיים, ללא שם, טהור

   ).מטרים 5, תפוחים 5(ערכה המדידה ננושא את שם העצמים שנספרו או את שם יחידת המידה על פיה 

, פונקציות רציונליות ,פונקציות חזקה( מספרים ממשיים מופשטים מוגדרות באמצעות פעולות ביןהפונקציות 

כפי שהן , בפונקציות הטריגונומטריות. הן פונקציות ממשיות מעצם הגדרתן ,)פונקציות מעריכיות ולוגריתמיות 

 בניגוד, ולא מספר ממשי מופשט, המשתנה הבלתי תלוי הוא זווית או גודל הזווית ,מוגדרות במעגל היחידה

 .כפונקציות ממשיותהסעיף הנוכחי דן בהגדרתן של הפונקציות הטריגונומטריות  .רת פונקציות ממשיותלהגד

לחשב  :למשל, אחרות בפעולות חשבוןהגדרה זו מאפשרת לשלב פונקציות טריגונומטריות עם פונקציות ממשיות 

) את ) 2 sinxf x x  ,הנגזרת את לחשבו '( ) (2 sin ) ' (2 ) ' (sin ) 'x xf x x x   .   

  מספר בעל שם ומספר בעל ממד

למספר אשר נוצר כתוצאת מדידה מסוימת יש שני ). מעלות או רדיאנים(גודל הזווית הוא מספר בעל שם  ברור כי

המושג של ממד  ).מעלה או רדיאן(שם של יחידת המידה מקורו בהשם של תוצאת המדידה . ממד ושם: אפיונים

לא נביא כאן את הגדרתו המדויקת אלא רק נציין כי אם גודל מסוים . שםהוא מושג פיזיקלי שאינו זהה למושג ה

 .חסר ממדאזי גודל זה נחשב , יכול להיחשב כיחס של שני אורכים שנמדדו בעזרת יחידות אורך כלשהן בעל שם

 ,הקשת עליה היא נשענת) אורך(גודל ברדיאנים של זווית מרכזית במעגל שווה ליחס בין היקף , הגדרההלפי 

זווית מרכזית  גודל במעלות שלה את .חסר ממד ל גודל הזווית ברדיאנים"ולכן לפי הנ ,אורך הרדיוס של המעגלו

 אורך של החלקהלבין  ,בין אורך הקשת עליה הזווית נשענת במעגל ניתן להציג כיחס
1

360
לכן גודל . של המעגל 

גודל זווית במעלות : נוספתטענה זו בדרך  ביןניתן לה. זווית ברדיאניםכמו גודל , חסר ממדאף הוא זווית במעלות 
radk :כלומר, נמצא ביחס ישר לגודלה ברדיאנים    .היות ו- rad גם , חסר ממד חסר ממד.  
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  . חסר ממדוא האבל  ,הן במעלות הוא מספר בעל שםוגודל של זווית הן ברדיאנים : לסיכום

טריגונומטריות הם מספרים ממשיים הפונקציות הערכי , במעגל היחידה ת הפונקציות הטריגונומטריותלפי הגדר

או גודל של זווית סיבוב ) לא מספר(שלהן הוא זווית סיבוב  משתנה הבלתי תלויהבעוד ש, ושם ממדחסרי , טהורים

בפונקציות  .ונקציות מסוג זה אינן פונקציות ממשיותפ .)אבל בעל שם ממדמספר חסר (ברדיאנים או במעלות 

  ). וחסרי שם ממדחסרי (חייבים להיות שניהם מספרים ממשיים טהורים הפונקציה וערך  המשתנה ממשיות

sinx נתבונן בביטוי x . אם x 2למשל, הוא לא מספר ממשי טהור אלא מספר בעל שםradx  הסכום הזה ,  

שני מחוברים אפשרי רק כאשר של חיבור . אפשר לחבר מספר בעל שם ומספר ללא שם-חסר משמעות כי אי

 ,כמו, מאחד לשני שניהם מספרים ממשיים טהורים או מספרים בעלי אותו שם או בעלי שמות המרשים מעבר

, ינה מתאימות לשימוש באנליזהיכדי שפונקציות טריגונומטריות תה ,ובכן. שקלים ואגורות או קילוגרמים וגרמים

עלינו לדעת , במילים אחרות. מופשטיםמספרים  .כלומר, יש להגדיר אותן על קבוצת מספרים ממשיים טהורים

sinמהו    . מעלות 2רדיאנים או  2ולא  ,הוא מספר שני בסדרת מספרים טבעיים 2כאשר  2

מספיק בהגדרה לעיל לעבור מארגומנט שהוא מספר ממשי , להגיע להגדרת פונקציות טריגונומטריות ממשיות כדי

  .כפי שנעשה בהגדרה להלן, בעל שם לארגומנט שהוא מספר ממשי טהור

 הגדרה -פונקציות טריגונומטריות ממשיות 

  :נגדיר. x: ייםממשהמספרים המספר ממשי כלשהו בתחום  xיהי 

sin sin , cos cos , tan tan , cot cotrad rad rad radx x x x x x x x     

קוטנגנס של זווית סיבוב במעגל /טנגנס/קוסינוס/סינוס -מתפרש כ radxקוטנגנס של /טנגנס/קוסינוס/כאשר סינוס

  .רדיאנים xהיחידה אשר גודלה הוא 

                      ולפי הגדרה ז
360

sin 2 sin 2 sin sin114.59 0.997rad 


      
 

  

  ההער

 ,הוא מספר ממשי טהור, ממדבהיותו מספר חסר , מספר רדיאניםחשוב להימנע מדעה מוטעית נפוצה על פיה 

ולא ניתן להוריד , ממדאף אם הוא חסר , ינו מספר ממשי טהורמספר בעל שם א .ולכן ניתן להשתמש בו ללא שם

  .כפי שנעשה בהגדרה לעיל, אלא רק במסגרת של הגדרה" סתם"את שמו 

  

  ?ברדיאנים ולא במעלות מדוע הגדרת פונקציות טריגונומטריות ממשיות מתבססת על מידת הזוויות

  :נציע שתי סיבות

  קבלת נוסחאות יותר פשוטות .א

ועל צורת  ,ותעל תיאור תכונות של פונקציות טריגונומטריות ממשי מקלה הגדרה אשר מתבססת על רדיאנים

אילו היו מגדירים פונקציות טריגונומטריות ממשיות על בסיס מדידת זוויות , למשל. נוסחאות גזירה עבורן

360T המחזור שלהן היה מספר ממשי ענק, במעלות   2ולא מספר קטן יחסיתT   , וכתוצאה מכך לא

הגרפים של פונקציות טריגונומטריות ממשיות במערכת צירים קרטזית עם אותה  הייתה אפשרות להציג את

הייתה מתבססת על מידת זוויות  אילו הגדרתן של פונקציות טריגונומטריות ממשיות, כמו כן. יחידה על הצירים
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sin אילו במקום, למשל. הנוסחאות עבור נגזרותיהן היו יותר מסובכות, במעלות sin radx x היה מוגדר 

sin sinx x , אזי במקום (sin ) ' cosx x היה (sin ) ' cos
180 180

x x
 

.  

  שקילות להגדרה שאינה כרוכה בזוויות . ב

ההגדרה של פונקציות טריגונומטריות על בסיס מידת זוויות ברדיאנים שקולה להגדרת פונקציות 

0אם , כלומר .ש בזוויות כללטריגונומטריות ללא שימו 2x   , נציין על מעגל היחידה נקודהA כך ש-  
 AN x ) ואז נגדיר, )8איור:   

.sin , cos , tan , cotA A
A A

A A

y x
x y x x x x

x y
     

0ממשי מחוץ לקטע  xלכל  2x   2המחזוריות במחזור פי תכונת -נגדיר פונקציות טריגונומטריות על.  

הפונקציה וערך המשתנה הבלתי תלוי פונקציות בהן  ,כלומר ,הגדרה זו מביאה מידית לפונקציות ממשיות

שווה למידת הזווית הנשענת על  ,במעגל היחידה ABהיות ואורך הקשת . שניהם מספרים ממשיים טהורים

שקולה להגדרתן על  ,של פונקציות טריגונומטריות על בסיס אורך הקשת מסיקים כי הגדרה ,קשת זו ברדיאנים

  .מידת הזווית ברדיאנים

  
  פונקציות טריגונומטריות רגע לפני הנגזרת

  פעולות ליניאריות בפונקציות טריגונומטריות

sin(3( :נתבונן בפונקציות xy  ,cos(2 ) 1y x  ,3cot
6

y x
   

 
 ,3tan

4
y x

   
 

 ,

( ) 3sin 2 4
3

g x x
    
 


.  

  

xsin ,cosכל אחת מן הפונקציות לעיל התקבלה מאחת מהפונקציות הטריגונומטריות  x ,xtan  אוxcot ידי-על 

  . 4פעולה ליניארית

מתקבלות כתוצאה מהפעלה של פעולה ליניארית על פונקציה היכרות עם תכונותיהן של פונקציות הה

מאפשרת לתאר ולסרטט ללא שימוש בנגזרת את הגרפים של פונקציות מהצורה , טריגונומטרית
BbaxAfy  sinאחת מן הפונקציות הטריגונומטריות היסודיות  xf)(כאשר , )( x ,cos x ,xtan ו- xcot .  

מבליטות את השינויים החלים בגרף הפונקציה הטריגונומטריות יש תכונות ויזואליות בולטות פונקציות גרפים של ל

ריות בהקשר של פונקציות טריגונומטריות תורם להבנה ולכן עיסוק בפעולות ליניא, בעקבות הפעולה הליניארית

  . של הפעולות הליניאריות

: כגון ,מתאימות לדיון בפעולות לינאריותהמדגימות סוגים מגוונים של משימות הבפרק זה נביא מגוון פעילויות 

פי - עלמציאת פונקציות , פי הגרפים-זיהוי פונקציות על, מתן הסברים, העלאת השערות מתוך התבוננות

  .תכונותיהן

  .ההסברים הדרושים יוצגו כחלק מהתשובות לפעילות

                                                 
  )37עמוד (" פונקציות ממשיות"טופל בהרחבה בפרק " פעולות ליניאריות בפונקציות"הנושא  4
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  מגרף הפונקציה  :6פעילותsiny x אל משפחות של פונקציות 

1.  

  :מחשב את הגרפים של הפונקציות הבאותבסרטטו . א
)1 (xy sin )2 (2sin  xy )3 (sin 4y x .  

Bxyרטטתם הן מהמשפחה סהפונקציות ש. ב  sin .

  :על Bתארו את השפעת הפרמטר 

   ,קבוצת ערכי הפונקציה) 2(, מחזור הפונקציה) 1(

  .y -נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה) 3(

ים של פונקציות מהמשפחה גרפ) 40איור ( לפניכם. ג
Bxy  sin . זהו את הפרמטרB.  

Bxyלפונקציות מהמשפחה  דוגמאות, אם ניתן, הביאו. ד  sin  אם לא קיימת דוגמה (עם התכונות הבאות

ך המקסימלי של רהע) 1(. )אחדות דוגמאותהביאו  –אם ניתן להביא יותר מדוגמה אחת . הסבירו מדוע –

  .מחזור הפונקציה הוא ) 3. (x -לפונקציה אין נקודות חיתוך עם ציר ה) 2. (3הפונקציה הוא 

  

2.  

את הגרפים של הפונקציות  במחשבסרטטו . א

  :הבאות
)1 (xy sin      )2 (xy sin2         

)3 (xy sin5.0 )4 (xy sin4.  

רטטתם הן מהמשפחה סהפונקציות ש .ב
xAy sin . תארו את השפעת הפרמטרA 

 ,קבוצת ערכי הפונקציה, מחזור הפונקציה  :על

נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם ו

   .יםצירה

 גרפים של פונקציות) 41 איור(יכם לפנ. ג
xAy מהמשפחה sin .  

  .A זהו את הפרמטר

xAyלפונקציות מהמשפחה  דוגמאות, אם ניתן, הביאו. ד sin  אם (ברשימה הבאה המצוינות עם התכונות

בדקו את . )אחדות דוגמאותהביאו  –מדוגמה אחת אם ניתן להביא יותר . הסבירו מדוע –לא קיימת דוגמה 

  .תשובותיכם במחשב

גרף הפונקציה עובר בנקודה ) 1(
1

0,
2

 
 
 

   ;3של הפונקציה הוא  המקסימלי רךהע) 2( ;

  .מחזור הפונקציה הוא ) 4( ;x -לפונקציה אין נקודות חיתוך עם ציר ה) 3(

 

 41איור 

 40איור 

f

g

h

m

x 

y 
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3 .  

xy) 1(סרטטו במערכת צירים אחת את הגרפים של הפונקציות . א sin2  )2 (xy sin2.  

תארו קשרים בין הגרפים של שתי . ב

  .הפונקציות והסבירו אותם

 3סרטטו במערכת צירים אחת גרפים של . ג
xAyפונקציות מהמשפחה  sin .

כמה שיותר תכונות משותפות של רשמו 

  .הפונקציות

לפניכם גרפים של פונקציות מהמשפחה . ד
xAy sin ) זהו את ). 42איור 

  .Aהפרמטר

xyלפניכם גרף הפונקציה . 4 sin.  

הפונקציה שערו כיצד נראה גרף  ,לי לסרטט את גרף הפונקציה במחשבמב. א xy 2sin,  וסרטטו גרף

  . בדקו את השערתכם במחשב .משוער של הפונקציה

רשמו תכונות של הפונקציה . ב xy 2sin :מהן נקודות ? מהי קבוצת ערכי הפונקציה? מהו מחזור הפונקציה

  ?החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים

שערו כיצד נראה גרף הפונקציה , ה במחשבמבלי לסרטט את גרף הפונקצי. ג xy  sin  וסרטטו גרף

  .בדקו את השערתכם במחשב .משוער של הפונקציה

xy) 1(: את הגרפים של הפונקציות הבאות במחשבסרטטו . ד sin; )2 ( xy 2sin; )3 ( xy 5.0sin ;  

)4 ( xy  sin; )5 ( xy 2sin .  

רטטתם הן מהמשפחה סהפונקציות ש. ה axy sin . תארו את השפעת הפרמטרa מחזור הפונקציה :על ,

נקודת החיתוך  ,קבוצת ערכי הפונקציה

ואת , יםצירהשל גרף הפונקציה עם 

  .על הגרף aהשפעת הסימן של 

 גרפים של פונקציותבו ) 43איור (לפניכם  . ו
 מהמשפחה axy sin . זהו את   

  .a הפרמטר

לפונקציות  דוגמאות, אם ניתן, הביאו  .ז
מהמשפחה  axy sin  עם התכונות

הביאו  –אם ניתן להביא יותר מדוגמה אחת . בירו מדועהס –אם לא קיימת דוגמה (הבאות ברשימה הבאה 

  .בדקו את תשובותיכם במחשב. )אחדות דוגמאות

גרף הפונקציה עובר בנקודה ) 1(







2

1
לפונקציה אין ) 3( ;3של הפונקציה הוא  המקסימלי רךהע) 2( ;0,

גרף הפונקציה עובר בנקודה ) 5( ;ונקציה הוא מחזור הפ) x; )4 -נקודות חיתוך עם ציר ה 0,. 

 43איור 

 42איור 
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5 .  

שערו כיצד נראה גרף הפונקציה , מבלי לסרטט את גרף הפונקציה במחשב. א





 


4

sin xy,  וסרטטו גרף

  . בדקו את השערתכם במחשב .משוער של הפונקציה

xyפונקציה הוסיפו גם את גרף ה. ב sin . מה הקשר בין גרף הפונקציה





 


4

sin xy  לגרף הפונקציה

xy sin?  

השלימו את הערכים החסרים . כדי להבין את הקשר בין הגרפים של שתי הפונקציות נבנה טבלת ערכים. ג

  .הבאה בטבלה

  

4

9
 2 

4

7
  

2

3
 

4

5
  

4

3
 

2


 

4


 0  x 

2

2
0 

2

2
-1 

2

2
0 

2

2
1 

2

20 siny x 

    0 
2

2
1 

2

2
0 

2

2
 sin

4
y x

   
 

 

  

ניתן לראות שהפונקציה 





 


4

sin xy  מקבלת כל אחד מן הערכים של הפונקציהxy sin  עמודה

xyאחת ימינה לזו שהפונקציה  sin גרף הפונקציה. קיבלה את אותו הערך 





 


4

sin xy  מתקבל

xyהפונקציה  כהזזה של גרף sin ימינה ב- 
4


  .יחידות 

xy) 1( :סרטטו במחשב את הגרפים של הפונקציות. ד sin )2 (





 


3

sin xy )3 (





 


6

sin xy   

)4 (  2sin xy .  

  ?מדוע. גרפים בלבד 3על צג המחשב מסורטטים עתה . ה

רטטתם הן מהמשפחה סת שהפונקציו .ו bxy  sin .

קבוצת , מחזור הפונקציה :על bמהי השפעת הפרמטר 

נקודת החיתוך של גרף הפונקציה עם  ,ערכי הפונקציה

  ?x -ה ציר

הוא של פונקציה מהמשפחה  44הגרף המוצג באיור . ז
 bxy  sin . הציעו ערך אפשרי לפרמטרb . האם

  .הסבירו? קיימת אפשרות נוספת

 4 טבלה

 22


4


4
2

 4
3

4
5

2
3 7

4


4
9

 44איור 
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גרף הפונקציה: 7פעילות  cosy A ax b B    .  

cosנתונה הפונקציה  2
3

y x
   

 
.  

   :נסו לתאר את, לפני שאתם מסרטטים את גרף הפונקציה במחשב. 1

  .x -נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם ציר ה. ג   קבוצת ערכי הפונקציה. ב   מחזור הפונקציה. א

  .בדקו את תשובתכם במחשב

xyהוסיפו לסרטוט את גרף הפונקציה . 2 2cos.   

האם נקודות החיתוך של גרף הפונקציה . 3





 


3

2cos xy עם ציר ה- x ב וזז- 
3


לעומת נקודות  ,יחידות 

xyשל גרף הפונקציה  x -החיתוך עם ציר ה 2cos? נסו למצוא יותר מאשר  .הסבירו מדוע או מדוע לא

  .הסבר אחד

 הסבירו מדוע גרף הפונקציה. 4





 


2

3cos4 xy אופקית ב מתקבל כהזזה- 
6


יחידות ימינה של גרף  

הפונקציה  xy 3cos4.  

1סרטטו על דף את גרף הפונקציה . 5
4

2cos5.0 





 

 xy ,ובדקו את תשובתכם במחשב. 

tanyמתיחות של הפונקציה : 8פעילות  x  

xyקציות מוצגים הגרפים של הפונ 45 באיור. 1 tan ,xy tan5.0, 

 -ו xy 5.0tan .זהו את הגרף המתאים לכל פונקציה.  

הוסיפו את גרף הפונקציה . 2 xy 5.0tan   ואת גרף הפונקציה

xy tan5.0 .הסבירו את התופעה.  

על תכונות הפונקציות במשפחה  aכיצד משפיע הפרמטר . 3
 axy tan?  

על תכונות הפונקציות במשפחה  Aכיצד משפיע הפרמטר . 4
xAy tan?  

  שימוש בטרנספורמציות של הפונקציות הטריגונומטריות עם דגש על תכונות הפונקציות: 9 פעילות

xy. א: ב את הפונקציותסרטטו במחש. א. 1 cos    ב .)cos( xy .  

  .הסבירו מדוע. על צג המחשב מופיע גרף אחד. ב    

  .בדקו באמצעות המחשב והסבירו. רשמו פונקציה נוספת ששווה לפונקציות שמופיעות בסעיף א. ג    

  .והסבירו כל שוויון בדרכים אחדות, ותמצאו בין הפונקציות הבאות קבוצות של פונקציות שו. 2

xy. א     cos  ב .





 


2

sin xy  ג .  xy cos  ד .





 


 xy
2

sin  ה .





 


 xy
2

cos  

. ו     xy  cos  ז . xy  sin  ח. xy 2cos  ט .xy sin  י . xy 2cos .  

  .רשמו זוגות נוספים של פונקציות שוות והוכיחו את השוויון. 3

 א

ב  ג

 45איור 
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העוסקות בטרנספורמציות של פונקציות טריגונומטריות  תיומבחר פתרונות והארות לפעילו

  )9 – 6פעילויות (

   פתרון - 6פעילות 

Bxyמהמשפחה הפונקציות . ותסעיף זה עוסק בהזזות אנכי . 1  sin  הן הזזות אנכיות של הפונקציה

xy sin . כאשרB וכאשר , חיובי ההזזה היא כלפי מעלהB שלילי ההזזה היא כלפי מטה .  

11: ונקציהקבוצת ערכי הפ) 2(אין השפעה ) 1. (ב: מבחר פתרונות  ByB )3 ( B,0.                    

)(5.1sin. ג  xxf ,5.0sin)(  xxg ,xxh sin)(  ,2sin)(  xxm.  

2sinולכן  2Bכאשר  3הערך המקסימלי הוא ) 1. (ד  xyכל פונקציה מהמשפחה ) 2. (דוגמה יחידה

  .ההזזה האנכית אינה משפיעה על המחזור ולכן לא קיימת דוגמה) 3. (היא דוגמה מתאימה 1Bשמקיימת 

xAyהפונקציות מהמשפחה . אינטואיטיביתהיא  הבנתו ו, סעיף זה עוסק במתיחות וכיווצים אנכיים . 2 sin , הן

xy מתיחות אנכיות של הפונקציהעם  sin  עבורA1 , 10וכיווצים אנכיים עבור  A .המשפחה 

xAy sin כוללת גם את הפונקציהxy sin 0ואת המקרה המנוון  עצמהy .תרונותמבחר פ:  

  . אין השפעה על מחזור הפונקציה ועל נקודות החיתוך של גרף הפונקציה עם הצירים. ב

xy) 2( .אין דוגמה מתאימה כי כל הגרפים מהמשפחה עוברים בראשית הצירים) 1. (ד sin3) .4 ( אין

משפיעים על נקודות החיתוך  מתיחות וכיווצים אנכיים אינם משפיעים על המחזור ואינם. מתאימות דוגמאות

  .x-עם ציר ה

xAyיב את המשפחה חומר ,x -שיקוף בציר ה ידי-עלמתקבלות זו מזו הסעיף זה עוסק בפונקציות . 3 sin  לכל

  .Aפרמטר ממשי 

ת במשפחת הפונקציוסעיף זה עוסק . 4 axy sin . הגרפים של הפונקציות מהמשפחה axy sin  הם כיווצים

xyאופקיים של גרף הפונקציה  sin  כאשרa1,  

xyומתיחות אופקיות של גרף הפונקציה  sin  10כאשר  a .לו נחשבות נוגדות את פעולות א

גרף הפונקציה , aלכל  .האינטואיציה axy  sin הוא שיקוף ביחס לציר ה- y  של גרף הפונקציה

 axy sin.  

נחשוב על הפונקציות , a1בפרמטר  xכאשר כופלים את המשתנה  "מתכווץ אופקית"כדי להבין מדוע הגרף 
xxf sin)(  ו-  xxg 2sin)(  ) 46איור(  .  

m :לכל   )(2sin)( xfxmg  . כל ערך שהפונקציה

xxf sin)(   מקבלת עבורmx   הפונקציה xxg 2sin)(  

  ".כבר בחצי הדרך"מקבלת 

)(: בפרט
2

2sin)
2

( 





 




fg  .  )2(2sin)(  fg  

  :4לסעיף  מבחר תשובות

  .ולכן המחזור שלה  2אופקית פי " התכווצה"הפונקציה . ב

גרף הפונקציה . ג xy  sin הוא שיקוף ביחס לציר ה- y  של גרף הפונקציה xy sin .זוגיות -בגלל האי

של הפונקציה  xy sin ,הפונקציות xy  sin ו-  xy sin שוות.  

2m m  

f(2m) =g(m) 

 46איור 
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מחזור הפונקציה . ה axy sin )0a ( הוא
a

2
נקודות החיתוך . עוברים בראשיתכל הגרפים מהמשפחה . 

 לכיווץ האופקי אין השפעה על קבוצת הערכים של. 0a - ו, שלם kכאשר ,              הן x -ציר ה עם
  .הפונקציה

) 4. (לא קיימת דוגמה) 3. (לא קיימת דוגמה) 2.  (לא קיימת דוגמה) 1( . ז xy 2sin ; xy 2sin   .  

, למשל, קיימות דוגמאות רבות) 5( xy 70sin . כל פונקציה axy sin  עםa  זוגי היא דוגמה

  .מתאימה

גרף הפונקציה b0כאשר. קיותסעיף זה עוסק בהזזות אופ. 5 bxy  sin הוא הזזה אופקית ב- b  יחידות

גרף הפונקציה  0bוכאשר  ,שמאלה bxy  sin הוא הזזה אופקית ב- b כיוון ההזזה. יחידות ימינה 

  .סעיף ג עוסק בהסבר התופעה באמצעות טבלת ערכים. נחשב נוגד את האינטואיציה

  פתרון - 7פעילות 

  . פעילות זו עוסקת בשילוב של פעולות ליניאריות

גרף הפונקציה . 3





 


3

2cos xy  הוא הזזה של גרף הפונקציה xy 2cos ב- 
6


כתיבת . אלהיחידות שמ 

 -הפונקציה כ













 


6

2cos xy מבליטה את גודל ההזזה.  

 -נרשום את הפונקציה כ. 4













 


6

3cos4)( xxg . הצבתx m  בפונקציה













 


6

3cos4)( xxg  כמוה

כהצבת 
6


 mx  בפונקציה xxf 3cos4)(  .  

  פתרון - 8פעילות 

xy. א. 1 tan ב . xy 5.0tan ג .xy tan5.0.  

xyזוגיות של הפונקציה -מתכונת האי. 2 tan  מקבלים   xx 5.0tan5.0tan  , ולכן הגרפים של הפונקציות

 xy 5.0tan  ו- xy tan5.0 דיםמתלכ .  

10כאשר . 3  a,  גרף הפונקציה axy tan  הוא מתיחה אופקית פיa  של גרף הפונקציהxy tan . כאשר

1a,  גרף הפונקציה axy tan  הוא כיווץ אופקי פי
a

1
xyשל גרף הפונקציה   tan . מחזור הפונקציה

גרף  1aכאשר . המרחק בין האסימפטוטות גדל או קטן גדל או קטן בהתאם למתיחה או לכיווץ ואתו
פונקציה הגרף של ה. 0yמתקבלת הפונקציה הקבועה 0aכאשר . הפונקציה נותר ללא שינוי xf   הוא

של גרף הפונקציה  y -שיקוף בציר ה xf.  

xAyגרף הפונקציה  A1כאשר . 4 tan  הוא מתיחה אנכית פיA של גרף הפונקציה xy tan . כאשר

10  A  גרף הפונקציהxAy tan  הוא כיווץ אנכי פי
A

1
xyשל גרף הפונקציה   tan . 1כאשרa  גרף

xyתקבלת פונקציה שתחומה הוא תחום הפונקציה מ 0aכאשר . הפונקציה נותר ללא שינוי tan,  וכל

המקרה  למעט, הפרמטר אינו משפיע על המחזור או על המרחק בין האסימפטוטות. ערכיה שווים לאפס

,0
 
  
 

k

a



380 
 

______________________________________________________________________________  
 הטכניון -דידקטי למורה - ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                                                                        הטריגונומטריות    פונקציות ה

0Aפונקציה הגרף של . שבו אין לפונקציה אסימפטוטות xAf ר ההוא שיקוף בצי- x  של גרף הפונקציה

 xAf.  

  פתרון - 9פעילות 

xyבגלל הזוגיות של הפונקציה . א . 1 cos , הגרפים של הפונקציותxy cos ו-  xy  cos מתלכדים.  

. ב      xcos.  

  :וצות של פונקציות שוותקב. 2

xy. א cos  ב .





 


2

sin xy  ד .





 


 xy
2

sin  

. ג  xy cos  ו . xy  cos  

. ז xy  sin  ט .xy sin   

xy.ח 2cos  י . xy 2cos   
  

  

 סרטוט גרפים של פונקציות טריגונומטריות מורכבות ללא שימוש בנגזרת : 10 פעילות  

  
xxf גרף הפונקציהמציג את  47 איור sin)(  .  

  

 :רטטו באותה מערכת צירים את הגרפים של הפונקציותס. 1

)2  .א ) sinh x x  ב .xy sin  ג .xy sin  ד. xy sin. 

  .בדקו את תשובותיכם במחשב. 2

  .הסבירו מדוע. אחת מן הפונקציות שסרטטתם בסעיף הקודם איננה מחזורית.  3

  
xyהפונקציה  :תשובות sin  היא היחידה מבין הפונקציות הנתונות שבה הפונקציהxy sin  איננה הפונקציה

xxhבפונקציות . הפונקציות הן פונקציות מורכבות 4כל  .של הפונקציה המורכבתהפנימית  2sin)(  ,

xy sin ו- xy sin  הפונקציהxy sin הפונקציה . היא הפונקציה הפנימית ולכן הפונקציות מחזוריות

xy sin שבה , בראשית הצירים, שלפונקציה יש נקודה אחת בלבד, למשל, ניתן לראות. איננה מחזורית

  .הפונקציה איננה גזירה

  

 47איור 
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  מחזור הפונקציה: 11פעילות 

  אותו מחזור עםבפונקציה משולבות פונקציות מחזוריות : מקרה א

xxxgהאם הפונקציה  sin)
2

sin()( 


  ?מהו המחזור -אם כן ? מחזורית 

  .בשתי דרכיםנענה על השאלה 

xxxgכיוון שהפונקציה : דרך א sin)
2

sin()( 


ניתן , 2היא סכום של שתי פונקציות שהמחזור שלהן הוא  

  .2מחזורית עם מחזור  gלהסיק שגם הפונקציה 

  :באופן פורמלי נראה זאת כך

       2 sin 2 sin 2 sin 2 sin sin sin
2 2 2

g x x x x x x x g x
                         

      

       

  .אך לא הראינו שזהו המחזור הקטן ביותר של הפונקציה, 2נציין כי הראינו שלפונקציה קיים מחזור 

שימוש בזהות  ידי-על: ך בדר
2

cos
2

sin2sinsin
yxyx

yx





 נקבל:  







 




4
sin2

4
cos

2
2

2
sin2sin)

2
sin(





x

x
xx  

ניתן לקבוע כי הפונקציה שהתקבלה היא הזזה  ,ההשפעה של פעולות לינאריות על פונקציותעם כרותנו ימתוך ה

siny שמאלה של הפונקציה x, לפונקציה  מכאן שהמחזור אינו משתנה ביחס. 2אנכית של הגרף פי  ומתיחה

siny x 2-והוא שווה ל.  

  

  בפונקציה משולבות פונקציות עם מחזורים שונים שיש להם מידה משותפת: מקרה ב

) :נתבונן בפונקציה ) sin cos
3 2

x x
f x

       
   

.  

 גורםה







2
cos

x
sin גורםה. 4 הוא פונקציה מחזורית עם מחזור 

3

x 
 
 

. 6הוא פונקציה מחזורית עם מחזור 

מחזור של הפונקציה הוא  12נראה כי . 12הכפולה המשותפת הקטנה ביותר של שני המחזורים היא 

( ) sin cos
3 2

x x
f x

       
   

:  

12 12
( 12 ) sin cos sin cos sin 4 cos 6 sin cos ( )

3 2 3 2 3 2 3 2

x x x x x x x x
f x f x

                                             
               

  

)מחזור של הפונקציה הוא  12הראינו כי  ) sin cos
3 2

x x
f x

       
   

  .לא הראינו שזהו המחזור הקטן ביותר. 

  ?מהו מחזור הפונקציה

  .לפניכם רשימה של פונקציות

ת ברשימה מחזוריות ואילו אינן נסו לקבוע ללא שימוש בכלים של החשבון הדיפרנציאלי אילו מהפונקציו. א

  ?מהו אורך המחזור –אם לדעתכם פונקציה היא מחזורית . מחזוריות
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1 .( ) sin 2f x x  2 .( ) sin 2cosm x x x   3. ( ) sin cos
6

j x x x
    
 


   

4 .( ) sing x x x   5 .( ) sin 2 2q x x   6 .3( ) cos 2l x x  

7 .( ) cos2h x x x   8 .( ) sin(3 ) 2cos(4 )s x x x      9 .( ) tan 2 4k x x   

10. 2( ) (sin 2 cos2 )t x x x    11 .2( ) cosr x x  12 .xxxt 3cos3sin)(   

 

   בדקו את תשובותיכם באמצעות מחשב. ב.  

  

  ?מדוע? אילו פונקציות היה קשה יותר להחליט לגבי מחזוריותן ועבור אילו היה קשה פחות עבור. ג         

  

  

  שאלות העמקה וחידוד       

  ?האם סכום של פונקציות מחזוריות הוא תמיד פונקציה מחזורית. 1

  .יתפונקציה מחזוראינו אם למחזורים של שתי הפונקציות אין מידה משותפת אז סכומן . התשובה שלילית
הפונקציה , לדוגמה   xxxf  cos2sin)( 48גרף הפונקציה מוצג באיור . איננה מחזורית.  

  ?האם סכום של שתי פונקציות לא מחזוריות יכול להיות פונקציה מחזורית. 2
xxyהפונקציות , לדוגמה. התשובה חיובית  sin ו- xxy  sin הפונקציה , סכומן אינן מחזוריות ואילו

xy sin2 הוא פונקציה מחזורית. 

  

                                                                     

  פתרון משוואות טריגונומטריות תוך הבלטת תכונות הפונקציות והקשרים ביניהן

בזהויות  :אלא להדגים שימוש ,יגונומטריותסעיף זה לא נועד למצות את כל דרכי הפתרון של משוואות טר

גרפים של בו ,מעגל היחידהב, קשרים בין הפונקציותב, טריגונומטריות המבוססות על תכונות הפונקציות

להדגיש את התרומה של פתרון זה נועד סעיף  ,כמו כן .משוואות טריגונומטריות במהלך פתרון ,הפונקציות

. ולהעמקת ההבנה של הקשרים ביניהן ,נות של הפונקציות הטריגונומטריותמשוואות טריגונומטריות לביסוס התכו

אך כתיבה , יודגם מצב שבו פתרון של המשוואות בדרכים שונות מוביל לפתרונות שנראים כלפי חוץ שונים, לסיום

מראה שבשתי הדרכים מתקבלת אותה קבוצת  ,מפורשת של הפתרונות בתוך מחזור אחד של הפונקציה

  .פתרונות

  

 48איור 
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  דוגמה א

הצגה מאורגנת של כל הפתרונות , דוגמה זו מדגימה מציאת פתרונות יסודיים ופתרון כללי באמצעות מעגל היחידה

ובדיקה אם מספר הפתרונות תואם את הציפיות לאור ההיכרות עם גרף , הצגתם על גרף הפונקציה, בתחום נתון

  .  הפונקציה

1 נתונה המשוואה
sin

2
x .  

יש למצוא פתרון כללי של המשוואה ואת כל הפתרונות בתחום 

360 360x    .  

נמצא פתרון יסודי , בה נתון ערך הסינוס של זווית מוכרת, זו דוגמהב

30x ,ראשון  
 

את הפתרון . או באמצעות המחשבון, מתוך ידע אישי

150x, היסודי השני   ,באמצעות , תוך התבוננות במעגל היחידה, נמצא
הזהות  sin sin 180    .   

  : הפתרון הכללי של המשוואה הוא אם כך

1 30 360x k       2 150 360x k     ,k מספר שלם.  

360 את הפתרונות בתחום 360x     להנוח למצוא באמצעות טב.  

  

k 1 30 360x k      2 150 360x k     

0 30 360 0 30       150 360 0 150       

1  30 360 1 390       

  מחוץ לתחום

150 360 1 510       

  מחוץ לתחום

-1 30 360 ( 1) 330        150 360 ( 1) 210        

-2 30 360 ( 2) 690        

  מחוץ לתחום

150 360 ( 2) 670        

  מחוץ לתחום

 

sinyנסמן את הפתרונות על גרף הפונקציה  x.  

 5טבלה 

 49איור 
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  .זהו אכן מספר הפתרונות שאנחנו מצפים לו בשני מחזורים של הפונקציה. פתרונות 4מצאנו 

  דוגמה ב 

sin: נתונה המשוואה sin
6

x x
    
 

   

נשתמש בזהות  sin sin    ונקבל משוואה שקולה : sin sin
6

x x
    

 
.  

  .מתוך התבוננות במעגל היחידה ניתן להבחין כי קיימות שתי אפשרויות בהן השוויון האחרון מתקיים

  אפשרות א               

תה או ידי-עלהזוויות מיוצגות 

  .נקודה על מעגל היחידה

      

2
6

2 2
6

12

x x k

x k

x k


     


    


    

  

  אפשרות ב

הזוויות בשני אגפי 

המשוואה מיוצגות על מעגל 

נקודות  ידי-עלהיחידה 
. y-סימטריות ביחס לציר ה

2
6

2
6

x x k

k


       


    

  

לא יכול להתקיים שוויון בין אגפי המשוואה ולכן 

  .מצב זה לא מוביל לפתרון

: מחזוריים קיבלנו אוסף של אינסוף פתרונות ,כלומר
12

x k


    ,k מספר שלם .  

  הערות

  שימוש בזהויות טריגונומטרית על מנת להביא את המשוואה לצורהba sinsin   מהווה טכניקה פשוטה

 . ויות הטריגונומטריות בהקשר משמעותיוגם מאפשר לחזור על הזה ,לפתרון משוואות

 חשוב לחשוף את התלמידים למצבים כאלה. מדגימה משוואה שבה אחת מקבוצות הפתרון ריקה דוגמהה .  

 אחת הטעויות הנפוצות אצל תלמידים היא שהם לפעמים משווים את הזוויות מבלי להתחשב במחזור ,

מתקבלים במחזור  ותהפתרונמקבלים פתרון שבו  כתוצאה מכך הם. ומוסיפים את המחזור רק בסוף התהליך

והדגשת מחזור , ההדגמה של המצבים האפשריים במעגל היחידה. גם במקרים שאין הדבר כך 2 של

  .טעות הנפוצה הזאתהלתמוך במניעת  ותהפונקציה יכול

 50איור 

30  210-  330-  150-  x 

y 

k מספר 
   שלם 

k מספר 
   שלם 
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  דוגמה ג 

2cos :נתונה המשוואה sin 1x x  .  

2נציב , נשתמש בזהות יסודית טריגונומטרית: פתרון 2cos 1 sinx x   ונקבל

21: משוואה שקולה sin sin 1x x  .  

2sin: מכאן נקבל משוואה ריבועית sin 0x x    

sin: גורם משותף ונקבל נוציא (sin 1) 0x x  .  

  

sin 1x   

2
2

x k 
    

 k מספר שלם   

sin 0x   

x k    

מספר שלם  k 

  

   ותהער

העיסוק במשוואה זו מספק הזדמנות לחזור לגרף 

ולהראות מדוע בקבוצת  ,)51איור ( הפונקציה

הפתרונות הראשונה יש רק פתרון אחד בכל מחזור 

ומדוע בקבוצת הפתרונות  .הסינוס פונקצייתשל 

  .השנייה ההפרש בין כל שני פתרונות סמוכים הוא 

  

  ד דוגמה

22sin את המשוואה 1 0 x שתי הדרכים מובילות . נציג כאן שתי דרכי פתרון. ניתן לפתור בדרכים אחדות

או שונים , נים למראית עיןפתרונות שו. כיוון שהם מיוצגים באופן שונה ,לפתרונות שהם שונים למראית עין

בחינת הפתרונות במעגל היחידה מראה . עלולים לגרום לתלמידים לחשש שטעו, מהפתרון המוצג בספר

דיון בתרגילים מסוג זה מכוון את התלמידים לחפש את השקילות של פתרונות שהם שונים . םישהפתרונות שקול

  .ובכך חשיבותו, למראית עין

 .פר שלםמייצג מס k  בכל הפתרונות

 : ניעזר בזהות: דרך א
2cos2 1 2sin x xונפתור משוואה שקולה:  

cos(2 ) 0x   

2 2
2

x k  
   

4
x k 

  או 
4

x k  
   

 

 51איור 

x 

y 

sin2x+cos2x=1 
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2 העברת אגפים נקבל ידי-על :דרך ב 1
sin

2
x

  
 

  

 
2

sin
2

x
 

  
 

    או   
2

sin
2

x
 

   
 

  

2
4
3

2
4

x k

x k

 

 

 

 
           

2
4
3

2
4

x k

x k

  

  

 

 
  

בעת סימון . ייצוג הפתרונות במעגל היחידה מראה שהפתרונות שקולים. הפתרונות נראים למראית עין שונים

  .מקורם פי-עלבצבעים  הפתרונות במעגל היחידה כדאי לסמן את הפתרונות

    : קבוצות הפתרונות המתקבלות בדרך א

  .א
4

 x k
   

 .ב
4

  x k
  

  :קבוצות הפתרונות המתקבלות בדרך ב

2. א
4

x k 
   

. ב
3

2
4

x k 
    

2 .ג
4

x k  
   

.ד
3

2
4

x k  
  

  

מאורגנים במקבצים , מראה שמדובר באותם הפתרונות ,התבוננות בפתרונות אלו כשהם מוצגים במעגל היחידה

  .שונים

:    ההתבוננות בפתרונות המוצגים במעגל היחידה מראה כי ניתן לאחד את קבוצות הפתרונות לקבוצה אחת

4 2
x k 

 
 ,k מספר שלם.  

ויש לתת על  ,זו מיומנות לא קלה עבור התלמידים ייצוגים האלגבריים השונים המובילים לאותו ייצוג גרפישימוש ב

  .כך את הדעת במהלך ההוראה

תוך התייחסות לשקילות הפתרונות ולמעבר בין , חשוב לשלב בתהליך ההוראה פתרון מגוון של משוואות מסוג זה

גם כדרך נוספת לעסוק בקשרים בין הפונקציות , ת לפתרון המאחד את כל ההצגותיפרשנות הנלוועם ה ,הייצוגים

שונה מהפתרון המוצג בספר  פתרוןוגם כדי שתלמידים יבינו שקבלת , הטריגונומטריות ובייצוגים השונים שלהן

  .הלימוד לעתים לא מעידה על טעות בפתרון

x 

y 

 53איור 

 52איור 

x 

y 



387 
 

______________________________________________________________________________  
 הטכניון -דידקטי למורה - ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                                                                        הטריגונומטריות    פונקציות ה

  5!הוכח וקח –על המעגל זה קל     

  משחק התאמה בנושא זהויות טריגונומטריות ופונקציות טריגונומטריות של זוויות מיוחדות    

ליצור אצל התלמיד תמונה מנטלית , להעמיק את ההבנה המתמטית של זהויות טריגונומטריות: מטרת המשחק

  .לחדד את יכולת ההוכחהשל מעגל היחידה ו

  .6 – 4: משתתפים

סרטוטים המהווים את הבסיס להוכחה (כרטיסי הוכחה  24, ) 55איור ( מטריותכרטיסי זהויות טריגונו 24: תכולה

  ).54איור  – משפטים גיאומטריים שישמשו בהוכחת הזהות(קלפי בניין  8 -ו)  56איור   –  הזהויות

  :מהלך המשחק

  .פניהם כלפי מעלהכשמפזרים את כרטיסי ההוכחה במרכז 

  .כלפי מטה פניהםכשעורמים את כרטיסי הזהויות לקופה 

  .מסדרים בקבוצה את קלפי הבניין כשפניהם כלפי מעלה והם זמינים לשימוש

  :מתחילים במשחק 

מנסה לאתר ) אם רוצים ניתן לשחק גם לפי תור(פותחים את כרטיס הזהות העליון בקופה וכל אחד מהשחקנים 

  . את כרטיס ההוכחה המתאים לזהות

  . בכל אחד מהמשפטים הגיאומטריים שעל גבי קלפי הבניין, במידת הצורך, להוכחת הזהות המיוצגת במעגל ניתן להיעזר

  . השחקן הראשון שמצליח להוכיח את הזהות מקבל את הזוג שהתאים

  .להתאמת כל הזוגותעד  ממשיכים במשחק

  .המשתתף שהתאים את מספר זוגות הכרטיסים הרב ביותר מנצח

  .באופנים שונים, וגם להתמודדות מתמטית בין קבוצות, ערכת המשחק מתאימה גם למשחק יחידני: ואריאציות

                                                 
   .המשחק פותח על ידי סיגל הלנר 5

  

חפיפה משפט 
 צ.צ.צ

  
  

משפט 
 פיתגורס

  
אם במשולש יש 
 ,שתי זוויות שוות
  אז המשולש 

 .שוקיים- שווה
 

  
זווית היקפית 
שנשענת על 

קוטר היא זווית 
 .ישרה

  
זוויות , במעגל

היקפיות 
הנשענות על 

מיתר מאותו צד 
  .שוות זו לזו

לש במשואם 
יש זווית  -ישר

  30בת  זווית 
הניצב מול אז 

שווה זווית זו 
 .היתר למחצית

  

חפיפה משפט 
 ז.צ.ז

  

חפיפה משפט 
 צ.ז.צ

 

כרטיסי בניין: 54איור   
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כרטיסי הוכחות:איור

  

cos( ) cos   

  

cos(180 ) cos     
  

 cos)180cos( 

 

  

 sin)90cos(  

 2

3
)30cos(   2

2
)45cos(   

  

 sin)sin(  

 

  

 sin)180sin( 

  

 sin)180sin(  

 

2

1
)30sin(   

2
sin(45 )

2
   

1
cos(60 )

2
  

  

 tan)tan(  

 2

3
)60sin(   

1cossin 22   
 

  

tan(90 ) cot     

 

  

cot(90 ) tan     

  

tan(90 ) ?   

 

  

tan(180 ) tan      
  

tan(180 ) tan    

  

cos(180 ) 1    

 

  

0)90cos(  
  משפט הסינוסים

R
cba

2
sinsinsin










  

  

1)90sin(   

 

זהויותכרטיסי:55איור
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הוכחות:56איור כרטיסי
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   חשבון דיפרנציאלי של פונקציות טריגונומטריות ממשיות

)שלוש נקודות מבט על נגזרת הפונקציה  ) sinf x x      

תכונות  פי- עלתיאור גרף הפונקציה הנגזרת  - רגע לפני הוכחה 

  יתהפונקציה המקור

)מה ניתן ללמוד מתכונות הפונקציה  ) sinf x x על תכונות נגזרתה?  

ממחזוריות הפונקציה ניתן ללמוד שגם הפונקציה הנגזרת היא פונקציה 

  .עם אותו מחזור, מחזורית

0בתחום  נתבונן בגרף הפונקציה 2x   .  

 נקציה המקורית הנגזרת מתאפסת בנקודות הקיצון של הפו
3

,
2 2

x 
 

.  

 0 המקסימום של הנגזרת מתקבל כאשרx   2וכאשרx   .בנקודות אלה השיפוע החיובי הוא הגדול ביותר.  

  המינימום של הנגזרת מתקבל כאשרx   .י הוא הגדול ביותר בערכו המוחלטבנקודה זו השיפוע השליל.  

  :נתבונן בחלקי הגרף המתאימים לארבעת הרביעים של מעגל היחידה הטריגונומטרי

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

של הפונקציה הנגזרת בהתאם  גרף סכמתינסרטט 

  .למסקנות

 ?האם הגרף מזכיר לנו פונקציה מוכרת

 פונקצייתהאם אנחנו בטוחים שהגרף הסכמתי הוא גרף 

  ?הקוסינוס

ההתבוננות בקשרים בין תכונות הפונקציה 

  sinf x x להשערהלתכונות נגזרתה הובילה אותנו   cosf x x  .כעת נוכיח את נכונות ההשערה .  

 59איור 

 57איור 

 58איור 

.הפונקציה יורדת 
שיפועיה הולכים

הפונקציה  .ומתמתנים
 .הנגזרת שלילית ועולה

 
.הפונקציה עולה
ם ונהייםשיפועיה הולכי

הפונקציה  .תלולים
 .הנגזרת חיובית ועולה

. הפונקציה עולה 
שיפועיה הולכים 

הפונקציה  .ומתמתנים
 .הנגזרת חיובית ויורדת

. הפונקציה יורדת 
שיפועיה הולכים 
 .ונהיים תלולים

הפונקציה הנגזרת 
 .שלילית ויורדת
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פיתוח נוסחה לנגזרת הפונקציה   sinf x x על בסיס הנוסחה להפרש סינוסים  

תהי   sinf x x .הגבול , נוסחת הפרש סינוסים, הגדרת הנגזרת :על סמך
0

sin
lim 1
x

x

x
,  ותכונת הרציפות של

cosהפונקציה  x ,מקבלים:  

         
0 0 0

0 0 0

2sin cos
sin sin 2 2

' lim lim lim

2sin cos sin
2 2 2

lim lim limcos 1 cos cos
2

2

h h h

h h h

x h x x h x
f x h f x x h x

f x
h h h

h h h
x

h
x x x

hh

  

  

                   

                            
 
 

  

בכך הוכח כי  sin cosx x   לכלx ממשי.  

פיתוח נוסחה לנגזרת הפונקציה   sinf x x  6מעגל היחידה הטריגונומטרי בעזרת  

הנוסחה עבור לפתח את כדי  f x
 

x ,h ,xניח כי המספרים להיותר מוחשי  h  מציגים מידות רדיאניות של

וקטעים אחדים המתקשרים אליהן מסומנים  זוויות אלה. זוויות ברביע הראשון של מעגל היחידה הטריגונומטרי

  :נחשב את גודלה. זווית עזר בו מסומנת  ,כן כמו. 60 באיור

( ( ))
2 2 2

h h
OAD OAB x h x

  
        .  

  

נמחיש כעת את הביטוי 
sin( ) sinx h x

h

 
במטרה להבין מדוע כאשר , 

0h  ערכו של ביטוי זה שואף ל- cos x .  

sinהאיור  פי-על x DE ו- sin( )x h AB  . לכן

sin( ) sinx h x AB DE AC    ,  

, התאםב. AD ושנסמנ AD שווה לאורך הקשת hואילו המכנה  
sin( ) sinx h x AC

h AD

 
.  

  :נקבל, תוך שמירה על דיוק השוויון, במיתרה ADאם נרצה להחליף במכנה השבר לעיל את הקשת 

)1                 (                         
sin( ) sinx h x AC AD

h AD AD

 
    .  

ACD :cosזווית -ישרהבמשולש 
AC

AD
  .היות ו- cos x מתקיים, היא פונקציה רציפה:  

cos cos( ) cos
2

h
x x    0כאשרh  .לכן:   

                                                 
  .)2001(רימון ופרל מבוסס על  6

במשולשחישוב 
AOB 

חישוב במשולש 
שוקיים -שווהה

AOD 

 60איור 

 
0

sin
lim 1  
x

x

x
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)2                    (                      cos
AC

x
AD

  , 0כאשרh .  

0hהתחושה האינטואיטיבית היא שכאשר  ,  אורך המיתרAD  לאורך הקשת  מאודמתקרבAD הוא שh .

  : המדויק לתחושה אינטואיטיבית זו הואהביטוי המתמטי 

)3                         (                   1
AD

AD
  , 0כאשרh .  

  .AODם שוקיי-שווההנשים לב כי במשולש , כדי לוודא כי תנאי זה אכן מתקיים

2sinשווה  AD הבסיס
2

h
     -ו  

2sin sin
2 2 1

2

 

h h

hh
0hכאשר   .  

  

  

   :לעיל נובע כי) 3( –) 1(מהתנאים 
sin( ) sin

cos
x h x

x
h

 
  , 0כאשרh ,  

  ,כלומר

0

sin( ) sin
(sin ) ' lim cos

h

x h x
x x

h

 
   

0פיתוח נוסחה זו הוצג עבור 
2

x 


0 -ו  h . ניתן להרחיב את ההוכחה לכלx  ולכלh.  

  

  

  הערות 

 ניתן להצביע על תכונות נוספות של הפונקציה  sinf x x  שגם מהן ניתן ללמוד על

  :תכונות נגזרתה

  מהגדרת הפונקציה  sinf x x
 

 ,כלומר, זוגית-במעגל היחידה נובע כי פונקציה זו אי

   f x f x  , גרף הפונקציה סימטרי ביחס לראשית הצירים ולכן.  

 זוגיות של הפונקציה -מהאי  sinf x x ניתן להסיק שהנגזרת שלה היא פונקציה זוגית :'( ) '( )f x f x .  

 תכונות דומות של ניתן להסיק , בדומה f x
 

חיתוכו עם ריה של גרף הסינוס ביחס לנקודות שנובעות מהסימט

 ,למשל, x -ציר ה
 

   f x f x    . 

0

sin
lim 1  
x

x

x
 

 61איור 
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 ביחס לישרים המקבילים לציר ה מהסימטריה של גרף הסינוס- y  העוברים דרך

ניתן להסיק שהשיפועים בנקודות סימטריות הם  ,נקודות הקיצון של הפונקציה

נרשום זאת במונחי הנגזרת עבור שתי נקודות קיצון בקטע . מספרים נגדיים

0 2x  : 

              
2 2

f x f x
           

   
   ,

3 3

2 2
f x f x

           
   

   

  0תכונות אלה אכן משתקפות בגרף המשוער של הנגזרת בקטע 2x   ) ובגרף , )390עמוד  59איור

  .הקוסינוס

על בסיס הנגזרת   cosf x x 
 

של הפונקציה   sinf x x ניתן למצוא את הנגזרות של  ,וחוקי הגזירה

  . הפונקציות הטריגונומטריות האחרות

 

  

)הפונקציה של נגזרת ה ) cosf x x  

)נפתח את הנגזרת של  ) cosf x x הנגזרת של הפונקציה  :על בסיס( ) sinf x x ,קשר בין הפונקציות ה

( ) sinf x x ו- ( ) cosf x x וכלל השרשרת:  

  

  

)לחקור את הקשרים בין תכונות הפונקציה  אתם מוזמנים  ) cosf x x דומה אופן ב, לבין התכונות של נגזרתה

לזה שנעשה לגבי הפונקציה   sinf x x.  

 

  

)הנגזרות של הפונקציות  ) tanf x x ו- ( ) cotf x x  

sinהנגזרות של הפונקציות  :נפתח את הנגזרות על בסיס x ו- cos x ,קשרים בין הפונקציות הטריגונומטריותה, 

  :הגזירה של מנת שתי פונקציות) חוק(וכלל 

      2 2

2 2 2

cos cos sin sinsin cos sin 1
tan '

cos cos cos cos

x x x xx x x
f x x f x

x x x x

    
     

   
2 2

2 2 2

cos sin sin cos cos sin cos 1
cot '

sin sin sin sin

x x x x x x x
f x x f x

x x x x

      
     

 
  

)שבין הפונקציה התבוננות בקשרים  ) tanf x x לנגזרתה:   

סרטטו גרף סכמתי של הפונקציה 
2

1

cos
y

x
  בעזרת גרף הפונקציה( ) cosf x x ,ללא שימוש בנגזרת .  

( ) cos sin( ) '( ) cos( ) ( ) ' sin ( 1) sin
2 2 2

f x x x f x x x x x            
  

 62איור 
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) מציג את הגרפים של הפונקציה 63איור  ) tanf x x  ושל

, נגזרתה
2

1
'( )

cos
f x

x
 ,במערכת צירים אחת . 

ברור מתוך התבניות של הפונקציה והנגזרת שיש להן אותו תחום 

כיצד ניתן לקבוע את המחזור של . (הגדרה ואותו מחזור

הפונקציה 
2

1
'( )

cos
f x

x
  ללא שימוש בכלים של החשבון

  )?הדיפרנציאלי

הנגזרת 
2

1
'( )

cos
f x

x
 דת בקטעים יור

2
k x k   

   

ועולה בקטעים 
2

k x k  
  )k תכונות אלו קובעות את תחומי הקעירות כלפי מטה). מספר שלם כלשהו /

)מעלה של הפונקציה  ) tanf x x  .  

xנקודות  k  של הפונקציה הנגזרת  הן נקודות המינימום המקומי והמוחלט
2

1
'( )

cos
f x

x
 . נקודות אלה הן

)נקודות הפיתול של הפונקציה  ) tanf x x ו-   1f k  
 

)k הפונקציה ). מספר שלם כלשהו( ) tanf x x  היא

  .ה מתאפסתלפונקציה מוכרת עם נקודות פיתול בהן הנגזרת אינ הדוגמ

  הערות דידקטיות -נגזרות של פונקציות טריגונומטריות 

 אפשר להתבונן בקשרים שבין הפונקציה לנגזרתה לפני או אחרי ההוכחה הפורמלית של הנגזרת . 

  במקרה של הפונקציהsin x ולכן מומלץ המהלך של התבוננות בקשרים בין , הנגזרת היא פונקציה מוכרת

מהלך זה חשוב גם כדי . לפני ההוכחה הפורמלית, ונקציה לנגזרתה וסרטוט גרף סכמתי משוער של הנגזרתהפ

 .וגם כדי ליצור מעורבות של התלמידים ולגרות את סקרנותם, לעסוק בקשרים אלה בהקשר משמעותי

 ניתן לבדוק את ההשערה גם באמצעות המחשב ,לאחר שמסרטטים גרף סכמתי משוער של הנגזרת . 

  במקרה של הפונקציהtan x ללא שימוש בכלים של החשבון הדיפרנציאלי , סרטוט גרף סכמתי של הנגזרת

, מומלץ לדון בקשר שבין הפונקציה לנגזרת רק אחרי ההוכחה הפורמלית של הנגזרת, ולכן, ידייהוא פחות מ

  . ורק בכיתות שהידע של התלמידים מאפשר דיון זה

 מי הפונקציה ומי הן נגזרותיה: 12 ותפעיל?  

  
 ,f'נגזרתה הראשונה , fופיעים גרפים של פונקציה מ 64 איורב

  .f''ונגזרתה השנייה 

ומיהו הגרף של כל אחת מן  fזהו מיהו גרף הפונקציה . א

  .הנגזרות

נסו לסרטט במחשב שלושה גרפים דומים לגרפים . ב

 .64שבאיור 

  

 63איור 

 א

 ב

 ג

 64איור 
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  הערות לפעילות

 ואפשר לבצע אותו גם מבלי , היהסעיף הראשון של הפעילות מבוסס על זיהוי קשרים בין פונקציה לנגזרות

 -מקביל לציר ההגרף א וגרף ב סימטריים ביחס לישר . לזהות את הפונקציות שהגרפים שלהן מוצגים באיור

x,  ולכן לנקודות הקיצון שלהם אותו שיעורx . מסיבה זו על התלמידים להביא בחשבון תכונות נוספות של

  .בנוסף על הזיהוי של התאפסות הנגזרת בנקודת קיצון של הפונקציה ,הפונקציות

  ין נושאים אחדיםבהדורשים קישור ביצוע הסעיף השני כרוך במספר שיקולים.  

  אחרי שגילינו כי הגרף שלf הגרף של  הוא גוגרף  ,גרף א הוא''f  שלה עלינו למצוא פונקציה ונגזרת שנייה

  . x - סימטריים ביחס לישר מקביל לציר ה ןשהגרפים שלה

 נוכל לחפש פונקציה ונגזרת שסימטריות ביחס לציר  ,שפיעה על הנגזרתאם נביא בחשבון שהזזה אנכית לא מ
 אחת האפשרויות היא. x -ה  xxf sin ; '' sin f x x.  

  להשלמת המשימה יש למצוא טרנספורמציה ליניארית מתאימה של הפונקציה  xxf sin.  

 ומאפשר לשנות בהדרגה את הבחירה עד לקבלת , בחירת הפונקציותלגבי ותן משוב מהיר השימוש במחשב נ

  . גרפים דומים לאלה שהוצגו בפעילות

  הן  64הפונקציות באיור  . sin
    

 

3
0 7 2

4
f x x ונגזרותיה.  

 
  חקירת פונקציות טריגונומטריות

בחקירת פונקציות וסף לאלו הקיימים תגרים שונים בנחקירת הפונקציות הטריגונומטריות מזמנת לתלמידים א

הגדרת , מחזוריות :כמו ,אתגרים אלה נובעים מהתכונות הייחודיות של הפונקציות הטריגונומטריות. אחרות

  . הצורך להישען על זהויות טריגונומטריות ועוד, הפונקציות הטריגונומטריות במעגל היחידה

הבנה של הפתרון המחזורי של משוואות  :דה רבה עלחקירת פונקציות טריגונומטריות נשענת במי, כמו כן

  . רחב הפתרונות הפרטיים בתחום נתוןהבנה של מרחב הפתרונות הכלליים ומ, טריגונומטריות

עבור . חלקן עם פתרון חלקי, חלקן עם פתרון מלא. רה של פונקציות טריגונומטריותינציג כאן אוסף פעילויות חק

  . ודגשים לדיון עם תלמידים ,הצעות להרחבה נוספת, כי פתרון אפשריותמספר דר :פעילויות אחדות מובאות

ולעתים מבוססות על , ת דומות לשאלות שהופיעו בשנים האחרונות בבחינות הבגרותיופעילומרבית ההשאלות ב

  : הם תיוהדגשים בפעילוה .אותן הפונקציות

  כדאי לחפש בשאלות . לגזירה ולחקירהלעתים נוח לפשט תחילה את הפונקציה הנתונה ולקבל פונקציה נוחה

  .רמזים לפישוט אפשרי

 אם מסבירים , לעתים ניתן לקצר את תהליך החקירה ולחשוף תכונות רבות של הפונקציות ללא שימוש בנגזרת

 . את תכונות הפונקציות באמצעות טרנספורמציות ליניאריות

 ך גם פעילות תרגול והכנה לבחינות לפעילות יכול להפו ,עידוד להעלאת השערות ולפתרון בעיות בדרכים שונות

  .  מהנה ומפתיעה
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  ה טריגונומטרית בדרכים שונות חקירת פונקצי: 13פעילות 

) חקירת הפונקציה ) 3 6sin2f x x   

תחילה נחקור את הפונקציה הטריגונומטרית בכל תחום הגדרתה בעזרת . דרכי פתרון לשאלה זו מספרנציג 

0בחלק ב נתייחס לחקירה בתחום המצומצם . הפונקציה הנגזרת x  . בחלק ג נציג גישה איכותית לחקירת

  . הפונקציה באמצעות טרנספורמציות

  
)חקירת הפונקציה .  1 ) 3 6sin2f x x  בכל תחום הגדרתה ,  

: הוכחה. : מחזור הפונקציה  .א    )(2sin322sin632sin63)( xfxxxxf .  

הוא המחזור הקטן   -אולם לא הוכחנו ש, הוא מחזור של הפונקציה-חשוב לציין שבדרך זו הוכחנו ש

  . ביותר של הפונקציה

של פונקציות  המחזור הקטן ביותרשכיוון , הוא המחזור הקטן ביותר של הפונקציה  -ניתן לדעת ש

מהמשפחה  ( ) sinf x A ax b B    הוא
a

2 , ובמקרה שלנו
2

2


 . 

0xנציב : yנקודות החיתוך עם ציר   .ב   (0,3)ונקבל. 

x2sin630: נמצא את פתרונות המשוואה xלמציאת נקודות חיתוך עם ציר   .  

: מתוך המשוואה
1

sin 2
2

x  2: נקבל 2
6

x k
    2או 2

6
x k

  
 
 

  .  

 :מכאן שהפתרונות הכללים הם
12

x k
  

 
5או 

12
x k

  .  

 מציאת נקודות קיצון   .ג

): היא ראשונההנגזרת ה ) 12cos2  f x x. 

0   :מפתרון המשוואה 12cos2  x נקבל :  cos2 0x2 2
2

  x k
 .  

:   מכאן שהנקודות החשודות לקיצון הן
4

 x k
     או    

4
  x k

 .  

  
): נגזרת שנייה ) 24sin 2 f x x.  

  . ואת המסקנות נכליל לתחום כולו, נציב בנגזרת השנייה נקודות חשודות לקיצון במחזור אחד של הפונקציה

0
4

f k
     
 

 , 3
4

k
    

  
   .מוחלטמינימום נקודות 

0
4

f k
      

 
 ,9

4
k

  
 
 
 

 
  .מוחלט נקודות מקסימום

יכולנו להסיק שאלו  ,כיוון שהפונקציה מחזורית ובכל מחזור יש נקודת מינימום אחת ונקודת מקסימום אחת

  .נקודות קיצון מוחלט
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ק את תחומי העלייה לאחר שמצאנו את נקודות הקיצון נוכל להסי. ד

או מקסימום נוספת על /לשם כך נוח למצוא נקודת מינימום ו. והירידה

  ).65איור ( אלו שמצאנו בעת פתרון המשוואות

: תחומי הירידה
4 2 4 2

    
k k

x
   

.  

: תחומי העלייה
24

3

24










 k
x

k
.  

  

  

  :נקודות פיתול ותחומי קעירות כלפי מעלה וכלפי מטה. ה

נקודות האפס של הנגזרת השנייה הן 
2

k
x


 . פיתולבנקודות אלה חשודות 

   ).66איור (

. י מעלהפבסביבת נקודות מינימום הנגזרת השנייה חיובית והפונקציה קעורה כל

. בסביבת נקודות מקסימום הנגזרת השנייה שלילית והפונקציה קעורה כלפי מטה

  .יתול הן אכן נקודות פיתולמכאן שהנקודות החשודות לפ

  

:   תחומי קעירות כלפי מעלה
222










k
x

k
 ,k מספר שלם.  

  :  תחומי קעירות כלפי מטה
222







 k
x

k
 ,   k מספר שלם.  

  

  .וםמחזור אחד של הפונקציה מודגש באד. 67גרף הפונקציה מוצג באיור 

  

  
)הפונקציה  סרטוט גרף .2 ) 3 6sin2f x x  ללא שימוש בכלים של חשבון דיפרנציאלי  

. טרנספורמציות של פונקציות טריגונומטריותפי -על', איכותית'ניתן לסרטט את הסקיצה של גרף הפונקציה בגישה 

פונקציות  לע ותות פולינומישל פונקצי דוגמאותבבכך נוכל ליישם את הכלים של טרנספורמציות שהכרנו 

  . טריגונומטריות

y: גרף הפונקציהאת תחילה נסרטט   .א sin x  0בתחום x  ) 68ראו איור.( 

2yגרף הפונקציה   .ב sin x מתקבל מגרף הפונקציה y sin x תייםכיווץ אופקי פי ש ידי-על. 

6גרף הפונקציה   .ג 2y sin x 2ה ה במתקבל מגרף הפונקציy sin x 6מתיחה אנכית פי  ידי-על. 

6 גרף הפונקציה  .ד 2y sin x   6מתקבל מגרף הפונקציה 2y sin x שיקוף בציר ה ידי-על- x. 

  67איור 

  65איור 

4



    עלייה

4

3
4




  ירידה

  66איור 

 
0

    

2


2
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) גרף הפונקציה  .ה ) 3 6sin 2f x x   6מתקבל מגרף הפונקציה 2y sin x  יחידות  3 -הזזה אנכית ב ידי-על

 .כלפי מעלה

)ניתן להתייחס לפונקציה : פונקציה זועל נקודת מבט נוספת  ) 3 6sin 2f x x   כאחת מתוך משפחה פרמטרית

)  :של פונקציות ) sin( )f x A ax b c   .כרות עם האופן שבו פרמטרים יאת צורת הגרף ניתן לקבוע מתוך הה

  . שונים משפיעים על צורת הגרפים של הפונקציות במשפחה

  
) חקירת הפונקציה. 3 ) 3 6sin2f x x  0: בתחום x    

)בחלק א של השאלה חקרנו את הפונקציה  ) 3 6sin 2f x x  0תחום ב נתמקד תכע.  תחוםב x  .כאשר 

לא נערוך עתה את החקירה מחדש אלא . לקצות התחוםגם הפונקציה מוגדרת בתחום סגור אנו נדרשים להתייחס 

  .נתבסס על המסקנות אליהן הגענו

 . היא אחת מנקודות הקצה של התחום, y ,(0,3)נקודות החיתוך עם ציר   .א

 :הן בתחום x -חיתוך עם ציר הנקודות  ,0
12
 ; 5 ,0

12
.  

: נקודות קיצון פנימיות שמצאנו  .ב





 


3,
4

 ,מינימום מקומינקודת  





 9,

4
3 דת מקסימום מקומינקו. 

(0,3)הנקודה. נקודות הקצה הן נקודות קיצון מקומי )והנקודה ,נקודת מקסימום מקומי היא   ,3) נקודת היא   

   .מקומי מינימום

0: תחומי ירידה. ג
4

 x


 -ו 
3

4
 x

 .  

: יהתחום עלי
3

4 4
 x

 
.

  

3,: הסקיצה של הגרף היאלפי נקודת הפיתול היחידה . ד
2

 
 
 


הנגזרת השנייה מתאפסת גם . 

אולם בנקודות קצה הפונקציה לא משנה את סוג הקעירות ולכן נקודות , בנקודות הקצה

  .קצה התחום אינן נקודות פיתול

0 :הוא תחום קעירות כלפי מעלה
2

 x


: הוא תחום קעירות כלפי מטה. 
2
 x

 .   

  69איור 

 ה ד ג ב א

  68איור 

   

x 

y 

x 

y 

x 

y 

x 

y 

x 

y 



399 
 

______________________________________________________________________________  
 הטכניון -דידקטי למורה - ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                                                                        הטריגונומטריות    פונקציות ה

  הזדמנות לקישוריות: 14פעילות 

)2נתונה הפונקציה  ) 2 cos sin  f x x x  בתחום  x .  

)חקרו את הפונקציה   .א )f x ף שלהוסרטטו סקיצה של גר. 

)סרטטו סקיצה של גרף פונקציה הנגזרת   .ב )f x .  

)2נתון כי גרף הפונקציה   .ג ) cos sin  g x a x x משיק לציר ה- x מהו . בלבד בתחום הנתון בנקודה אחת

  .נמקו? aערכו של פרמטר 

  

   הפתרוןאבני דרך של  :סעיף א

0sincos2פתרון של המשוואה  )1 2  xx  תוך שימוש

2בזהות 2cos sin 1 x x : יוביל למשוואה השקולה  
2cos cos 1 0x x   . למשוואה אין פתרון ולכן אין לפונקציה נקודות

  .x-חיתוך עם ציר ה

0xמהצבה של  )2  לת נקודת החיתוך עם ציר הבפונקציה מתקב-y:  0,1. 

xxxxf: הנגזרת היא )3 cossin2sin)(   . 

,: פתרונותיה בתחום הם. נשווה את הנגזרת לאפס ונפתור את המשוואה , 0, ,
3 3

 
   x.  

ניתן לראות כי הערך , מהחישוב ערכי הפונקציה בכל הנקודות שמצאנו ובניית טבלת ערכים מתאי ידי-על )4
מתקבל בנקודות  3 :הגדול ביותר ,x .0.75: הערך הקטן ביותר 

מתקבל בנקודות 
3

,
3


x  

  .70הגרף מוצג באיור  

  

אפשר כמובן לחקור את הפונקציה הנגזרת בנפרד ולסרטט סקיצה של  :סעיף ב

גרף כיוון שסרטטנו כבר את גרף הפונקציה נוכל לסרטט את . הגרף שלה

הקשרים בין תכונות על בסיס , רת מתוך גרף הפונקציה הנתונההפונקציה הנגז

   .71איור מוצג ב נגזרתגרף ה .פונקציה לנגזרתהשל 

  

  

ניתן לראות כי הזזה  ,מתוך הסתכלות על גרף הפונקציה המקורית :סעיף ג
את הנקודה  זיזתאנכית של גרף הפונקציה כלפי מטה ביחידה אחת  0,1

 
נקודת ההשקה ל 0,  .)72איור (0

 

  71איור 

  72איור 

  70איור 
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 הערות דידקטיות

כדי להצליח לפתור  .ת שתי פונקציות טריגונומטריות עם מעריכים שוניםולבוהפונקציה מש בכלל ההתאמה של  .א

xx משוואות כמו המשוואה 2sincos20  הות ולדעת לז, יש צורך להכיר זהויות טריגונומטריות, בסעיף א

xxהביטוי . נשים לב שגם מבלי לפתור את המשוואה. מהי הזהות הדרושה בכל מקרה 2sincos2   יכול

1cosעבורו  xלהתאפס רק עבור ערך  x  1וגםsin 2 x .כיוון שאין ערךx פונקציה נקודות אין ל, כזה  

 .x -חיתוך עם ציר ה

 םסעיף ב של הפעילות מזמן הזדמנות חשובה לחזור ולחדד את הקשרים בין גרף הפונקציה לגרף הנגזרת בה  .ב

מספק הזדמנות לחדד את , סעיף ג, באופן דומה. בהקשר של פונקציות שאינן טריגונומטריות בעבר עסקנו

 . ספורמציות ליניאריות ככלי יעיל לפתרון שאלות הקשורות לפונקציות טריגונומטריותהחשיבות של טרנ

  

  הרחבות אפשריות

האם : נשאלת השאלה. זוגית-ניתן להבחין כי הפונקציה הנתונה זוגית ואילו פונקציה הנגזרת היא פונקציה אי  .א

 .נגדית גמהדוהוכיחו או תנו  ?זוגית-הפונקציה הנגזרת של כל פונקציה זוגית היא אי

 ות לשאלהדומ שאלותאפשר להמשיך ולשאול   .ב

 : סעיף ג כמושב

  מהו הערך שלa  שיוביל לפונקציה עם שתי

 ? x -נקודות השקה עם ציר ה

  גרף הפונקציהופיע הבאה מ 73באיור)(xf ללא  

 ). רהגרף השחו(הגבלת התחום 

מהי התבנית של גרף הפונקציה המסורטט  :שערו

 ?בקו מרוסק

  

  מנת פונקציות טריגונומטריות : 15פעילות 

 הגדרה-אישילוב פונקציות טריגונומטריות בפונקציות מנה מזמן עיסוק מעניין ולפעמים מפתיע בנקודות 

   .ובאסימפטוטות

ידי פישוט הפונקציה בעזרת -ן משמעותי עלמציגה פונקציה שאת חקירתה ניתן לפשט באופ הבאהפעילות ה

  .חקירת הפונקציה ארוכה ומייגעת, ללא הפישוט. זהויות טריגונומטריות

נתונה הפונקציה 

2

2

2cos 1
2

( )
2cos

2

x

f x
x

   
 
 
 
 

3בתחום   3x    .  

  .של הפונקציה בתחום הנתוןהאנכיות  את האסימפטוטות ומצא  .א

) סרטטו את גרף הפונקציה  .ב )f x בתחום הנתון.  

  73איור 
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  פתרון

cos:תחילה נפשט את הביטוי המייצג את הפונקציה בעזרת הזהות  .א cos 22 2 1x x . הביטוי שמופיע במונה

cos: ידי-עלניתן להצגה הפונקציה של  x ידי-על, והביטוי שבמכנה :cos 1x  .מכאן:  

cos
( )

cos 1

x
f x

x



.  

  .הגדרה של הפונקציה בתחום הנתון- איהלמציאת האסימפטוטות האנכיות נמצא את נקודות 

3 בתחום 3x     קיימים ארבעה ערכיx 3: מכאן שהאסימפטוטות הן. שמאפסים את המכנהx      

x -ו  . נשים לב ששתיים מהאסימפטוטות מתקבלות בקצות התחום . 

  

הנגזרת הראשונה . בפעולת הגזירההפישוט של ביטוי הפונקציה מסייע גם במציאת אסימפטוטות וגם מקל   .ב

: היא
2

sin( )
(cos 1)
 


xf x

x
 . 

: הנקודות החשודות בתחום המבוקש הן
1

0,
2

 
 
 

 ,
1

2 ,
2

 
 
 

 ,
1

2 ,
2

  
 

למציאת סוגן נשתמש בטבלת ערכים  .

  . מכילה גם את האסימפטוטות ואת ערכי הקצוותה

  

  

  

תחום ההגדרה שלה הוא תחום סימטרי : שהפונקציה היא זוגית, כדאי גם להסב את תשומת לבם של התלמידים
0x(רים ת הצייביחס לראש  ( והיא מקיימת  ( )f x f x  .שהוא סימטרי , עובדה זו עוזרת לסרטוט הגרף

  .y -ביחס לציר ה

  

  .74 גרף הפונקציה מוצג באיור

  

  

  

  

  

  

3  x2  x   x 0  x  x2   x3 x

ה 
ט
טו
מפ
סי
א

ת
כי
אנ

  

-  0  +  

סי
א

ה 
ט
טו
מפ

ת
כי
אנ

  
-  0 +  

ה 
ט
טו
מפ
סי
א

ת
כי
אנ

  

-  0  +  

ה 
ט
טו
מפ
סי
א

ת
כי
אנ

  

( )f x

  

  2
1      2

1     2
1    

( )f x

  
 6טבלה 

  74איור 
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  ?כיצד נוכל למנף אל החקירה

שך לחקירת הפונקציה מתאימות כהמהמציע פעילויות חקירה  75 איור
cos

( )
cos 1

x
f x

x



.  

  

  

  מחזור מפתיע: 16פעילות 

4נתונה הפונקציה  4( ) sin cosf x x x .  

  . נסו לשער מהו המחזור הקטן ביותר של הפונקציה. א

)הראו כי הנגזרת של הפונקציה היא . ב ) sin 4f x x  . 

)  קציהסרטטו את סקיצת הגרף של הפונ. ג )f x בתחום
22
  x.  

מציגה כיצד ניתן להרחיב החקירה . זו מבוססת על פונקציה שהופיעה בשנים האחרונות בבחינות בגרותחקירה 

  . תרגול לפעילות חקר הטומנת בחובה אלמנט של הפתעה

הפונקציה חקירת 

1cos

cos




x

x
y 

 :הפונקציהחקירת 

1sin

sin




x

x
y  

המתגלה כהזזה אופקית של 
  . פונקציית המוצא
 ?האם זה מקרי

ל ש חקירת טרנספורמציות 
 :למשל, הפונקציה

12cos

2cos




x

x
y 

 :הפונקציהחקירת 
x

x
y

cos

1cos 
 

המתקבלת מהחלפת המונה 
 ,ה המקוריתפונקציהוהמכנה של 

  .ומציאת קשרים בין שתי הפונקציות
 

  75איור 
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  פתרון והערות דידקטיות

  

משך החקירה נגלה שמחזור הפונקציה הוא בה. נועד לעורר הפתעה :סעיף א
2


.  

סביר שלפחות חלק מהתלמידים יחשבו שמחזור , מופיע בשני המחוברים ללא מקדם xכיוון שהמשתנה 

העובדה . הוא לכל היותר מהחזקה הזוגית של המחוברים ניתן להסיק שמחזור הפונקציה . 2הפונקציה הוא 

  . אינו המחזור הקטן ביותר היא תוצאה מפתיעה שכדאי להבליט בהמשך החקירה  -ש

ולחזור , בתחילת החקירה מומלץ לבקש מתלמידים להעלות השערות בנוגע למחזור הפונקציה מבלי לתת תשובה

  .ה לאחר החקירהאל מחזור הפונקצי

  

לאחר השלמת החקירה נבחן את השאלה אם יכולנו להמשיך ולפשט . פתרון בשתי דרכיםתחילה נציג  :סעיף ב

  .את הפונקציה

בעזרת זהויות טריגונומטריות נציג את הפונקציה בצורה פשוטה יותר ונגזור את הפונקציה לאחר  :דרך א

  .הפישוט

  
4 4 2 2 2 2 2

2 2
2

( ) sin cos (sin cos ) 2sin cos

(2sin cos ) sin 2 1
1 1 sin 2 1

2 2 2

f x x x x x x x

x x x
x

     

      
  

: נקבלנגזור ו
1

( ) 2sin 2 cos2 2 sin 4
2

f x x x x       .  

  

  :גזירה ישירה של תבנית הפונקציה הנתונה :דרך ב

 3 3 2 2( ) 4sin cos 4cos sin 4sin cos sin cos

2sin 2 cos2 sin 4

f x x x x x x x x x

x x x

     

   
  

  

  .יותר ומהווה מקור לטעיותזו היא מורכבת גזירה בדרך 

  .זהויות מתאימותבפישוט תבנית הפונקציה הטריגונומטרית דורש מתלמיד מיומנויות בשימוש 

  

)סרטט סקיצה של גרף הפונקציה על מנת ל: סעיף ג )f x  בתחום
22
  x נבחר בגישה האיכותית.  

sinנסרטט תחילה את גרף של הפונקציה  2y x ) (1)76איור(.   

2sinגרף הפונקציה את נעלה בריבוע את כל ערכי הפונקציה ונקבל  2y x ) ההעלאה בריבוע . )(2)76איור

  ?מדוע. 2הקטינה את המחזור פי 

21גרף הפונקציה את נקבל , x -ושיקוף ביחס לציר ה 2נבצע כיווץ פי 
sin 2

2
y x 

 
  . 76(3))איור(

  )).4(76יור א( y -נעלה את הגרף יחידה אחת למעלה לאורך ציר ה
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21: התקבל גרף הפונקציה
( ) sin 2 1

2
f x x  .  

1,, (0,1): נקודות מקסימום לושאפשר להבחין בשמהתבוננות בגרף הפונקציה 
2

 
 
  

1, -ו
2

  
 


,  

ת מינימום כאשר ונקודשתי וב
4

x  


 :ת מינימוםואחרי ההצבה נקבל נקוד. 







2
1

,
4


 -ו 







2
1

,
4


 .  

  . צענו על הפונקציה הובילו לנקודות קיצון אלהיתלמידים איך הטרנספורמציות שבהכדאי לדון עם 

  

3: בעזרת הנגזרת השנייה ניתן למצוא את נקודות הפיתול
,

8 4

 
 
 

 ,3 3
,

8 4

 
 
 

 ,
3

,
8 4

  
 


 -ו 

3 3
,

8 4
  
 


.  

  

  מבט נוסף על מחזור הפונקציה

נוכל , וסרטוט הגרף באמצעות טבלת ערכים ,צענו וגם מחקירת הפונקציה בדרך שגרתיתימתוך החקירה שב

להבחין שמחזור הפונקציה הוא 
2


להציג את , פישוט נוסף ידי-על, האם יכולנו: טבעי עולה השאלה באופן. 

  ?הפונקציה באופן שמבליט את המחזור

)נגזרת הפונקציה  ) sin 4f x x   מהמידע  .רומזת על כך שניתן היה להציג את הפונקציה באופן שונה

( ) sin 4f x x   ניתן להסיק כי 
1

( ) cos4
4

f x x c  .  

cxxfפיתוח נוסף של הפונקציה אכן מאפשר להציגה בצורה   4cos
4

1
)(.  

 
4

3
2sin2cos

4

1
2sin

2

1

4

3

4

1
2sin

2

1
12sin

2

1
)( 22222  xxxxxxf  

 
4
3

4cos
4
1

4
3

2sin2cos
4
1

4
3

2sin
4
1

2cos
4
1 2222  xxxxx  

  הערות

 ין אינטגרלים של ישמחזור הנגזרת רומז על מחזור הפונקציה גם בכיתה שלא למדה עדעל כך  כדאי להצביע

 . פונקציות טריגונומטריות

 76איור 

x

y

x

yy

x

y

x

)1(  (2) (3)  (4) 
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 שוט גם באמצעות הקשר ית הפנוכל לבצע א
2

2cos1
sin 2 x

x
 2 מוביל לקשרה 1 cos4

sin 2
2

x
x


 . הקשר

  .x2cosהראשון אינו מידי והוא מתקבל מתוך הפיתוח של 

 הצגת הפונקציה כ- cxxf  4cos
4

1
)(

 
מאפשרת להבחין שהמחזור הוא  ,באחת משתי הדרכים לעיל

2


 . 

 של הפונקציה  חשוב לסרטט את הגרף בתחום שבו מופיעים שני מחזורים לפחותcxxf  4cos
4

1
מי . )(

  . שלא גילה עד כה את מחזור הפונקציה יגלה זאת באמצעות הגרף

  

 חקירה איכותית של פונקציה גם כשאין לנו כלים לחקירה רגילה  :17פעילות 

)את הפונקציה  וחקר ) sinf x x x   בתחום 3 ,3  .  

. פעילות זו מציגה חקירה של פונקציה טריגונומטרית עבורה כלי חקירה רגילים אינם ישימים :הערה דידקטית

. במקרה של הפונקציה הנתונה אין לנו כלים למצוא את נקודת האפס של הנגזרת בעזרת פתרון משוואה, למשל

שלפעמים , הפעילות מאפשרת להבליט את הכוח של שיקולים איכותיים. זה נבצע חקירה איכותיתבמקרה 

  .נתפסים רק כמשניים

sin -ו xניתן לראות כי תבנית הפונקציה מורכבת משני גורמים   .א x .  

sinyידוע שהפונקציה  x כאשר  מתאפסתx k  )k ולכן גם הפונקציה ,)מספר שלם :( ) sinf x x x  

  . מתאפסת בנקודות אלו

בנקודות בהן   .ב
2

x k 
  הפונקציה siny x 

1y מקבלת את הערכים   ומכאן , לסירוגין

): בנקודות אלו מתקיים )f x x  לסירוגין. 

) הפונקציה  .ג )f x נמקו. (היא פונקציה זוגית .(! 

)הפונקציה   .ד )f x  חסומה בין y xו -y x  .

שגרף הפונקציה נמצא כולו בין  ומכאן) ?מדוע(
yהישרים  x ו- y x . 

  . ט סקיצה של גרף הפונקציהסרטהמסקנות שלעיל ניתן ל פי-על

y נשים לב שנקודות המפגש של גרף הפונקציה עם הישרים x ו- y x  ,
2

x k 
 

 
)k  הן  ,)שלםמספר

)נקודות קיצון של פונקציית הסינוס אך אינן נקודות קיצון של הפונקציה  ) sinf x x x .  

) ,הנגזרת ) sin cosf x x x x   , אינה מתאפסת בנקודות אלו .  

sinאת המשוואה  רפתועל מנת למצוא את נקודות הקיצון יש ל cos 0x x x  .   

tanמשוואה השקולה נתבונן ב x x   .  
yנסרטט במערכת צירים אחת את הגרפים של הפונקציות  x  ו- tany x  המופיעות באגפי המשוואה

tan x x .  

  77איור 
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אחד , מלמדת שלמשוואה אינסוף פתרונות, )78איור (ת בגרף התבוננו
tanyשל הפונקציה  הגדרה-איבין כל שתי נקודות  x . לא נוכל למצוא

ניתן . את נקודות החיתוך עצמן באמצעות פתרון אנליטי של המשוואה

  . למצוא את נקודות החיתוך באמצעים טכנולוגיים או נומריים

  

  

  
שינויים קטנים בתבנית הפונקציה והשפעתם על : 18ות פעיל

  7גרף הפונקציה

בכל אחת מן הפונקציות שבפעילות החיבור של פונקציה טריגונומטרית 

כיצד נדע לתאר . פונקציה בעלת מראה גלי תוצרנלפונקציה ליניארית 

  ?את הפונקציה במקרים בהם אין לפונקציה נקודות קיצון

ויכולה להוות פתיח להצגת , שיבות של חקירת תחומי קעירות כלפי מעלה וכלפי מטהפעילות זו מדגישה את הח

  .הנושא או לחזרה אליו

 ידי-עללנושא של חקירת משפחות פרמטריות של פונקציות טריגונומטריות ' רכה'פעילות זו יכולה להוות כניסה 

  . כמקובל, ולא להיפך, יציאה מהמקרים הפרטיים למשפחה כללית

  : )79איור ( גרפים 3 -פונקציות ו 3לפניכם 

  

  

  

 .התאימו לכל פונקציה את הגרף המתאים לה  .א

 ? האם צורת הגרף של אחת מן הפונקציות הפתיעה אתכם  .ב

  .נסו לתאר מדוע, אם כן

הפונקציות ורשימה של הבדלים  3 -ערכו רשימה של תכונות משותפות ל  .ג

  .ביניהן

  :כונות של הפונקציותאך נתייחס לת, נפתור את השאלה באופן מלא לא

  לפונקציה( ) 2sing x x x   יש נקודות מקסימום בנקודה שבה
2

2
3

x k


  , בנקודה  וםונקודות מינימ

שבה 
4

2
3

x k


   .  

  נגזרת הפונקציה( ) sinf x x x   2מתאפסת כאשרx k    , כל הנקודות האלה הן נקודות פיתול אולם

  .עלייהתוך כדי 

  נגזרת הפונקציה( ) 0.5sinh x x x  הנגזרת השנייה מתאפסת כאשר . אינה מתאפסת כללx k . 

                                                 
  http://highmath.haifa.ac.il/images/data2/open3.pdf :בקישור רון וזסלבסקימעובד מתוך  7

( ) sin

( ) 2sin

( ) 0.5sin

f x x x

g x x x

h x x x

 
 
 

  79ור אי

  78איור 
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 כאשר נקודות פיתולהפונקציות יש  3 לכל x k .  

  :הרחבות אפשריות לפעילות

שלכולן , היא לצאת מחקירה זו אל חקירת משפחות אחדות של פונקציותלהרחבת הפעילות פשרויות אחת הא

מציע חקירה של פונקציות נוספות שיש להן אינסוף  80איור . מזכיר את הפונקציות שנחקרו זה עתהה" גלי"מראה 

   ".גלי"נקודות פיתול שמקנות להן מראה 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  . שפחות של פונקציות טריגונומטריות בשילוב פרמטריםמ: 19פעילות 

2: נתונה משפחת הפונקציות. 1 2( ) cos sinf x x A x  8.  

 ?אילו מהן משותפות לכל המשפחה. את סוגן ומצאו את שיעורי נקודות הקיצון וקבע  .א

  אחת מייצג כל הסרטטו גרף . סוג הקיצוןפי -חלקו את הפונקציות של המשפחה לשלוש קבוצות על  .ב
בתחום משפחות  -תתהמ 2 ,2   ,וציינו את כל ערכי הפרמטר המתאימים לכל גרף. 

 .נמקו? לאילו מבין הפונקציות אין נקודות אפס  .ג

                                                 
  ).2001( מעובד מתוך רימון ופרל 8

  80איור 

מכילה את החקירת משפחה 
 הפונקציות שנחקרו

xxxh

xxxg

xxxf






sin5.0)(

sin2)(

sin)(

 חקירת שלוש פונקציות

 נשנה את מקומו של הפרמטר

  
  
  
  
  
 

xxay  sin

  
  
  
  
  
 

xmxy  sin   
  
  
  
  
 

bxxy  sin
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 ? מה ניתן ללמוד מסעיף ג על התמונה הגרפית של פונקציות במשפחה  .ד

  פתרון 

  .לםמייצג מספר ש kלאורך כל הפתרון 

  : הנגזרת הראשונה היא: ב -ו א פיםסעי

( ) 2cos ( sin ) 2 sin cos ( 2sin cos )(1 )f x x x A x x x x A        

  1אםA , אז( ) 0f x   לכלx . 1עבור שמכאןA   מתקבלת פונקציה קבועה . 

 1אם נציב , אכןA 2נית המקורית נקבל בתב 2( ) cos sin 1f x x x  . 

  1אםA   ,אז ( ) 0f x  כאשרsin 0x   אוcos 0x  ,מכאן :x k   או
2

x k


  . 

 מספיק לחשב את ערכי הפונקציה בנקודות החשודות לקיצון ,כדי לקבוע את סוג הקיצון.  

)(1: נקבל kf ו- Akf 





  

2
): לכן שיעורי נקודות הקיצון הם.  ,1)k ,,

2
k A

    
 

 .  

 סוג הקיצון תלוי בערכו של הפרמטר A:  

 1 אם 0A  ,1 ,כלומרA    אז( ,1)k ו, הן מקסימום מוחלט- ,
2

k A
    

 
 .הן מינימום מוחלט 

  1אם 0A , 1 ,כלומרA    אז( ,1)k ו, ימום מוחלטהן מינ- ,
2

k A
    

 
 .הן מקסימום מוחלט 

1A    
:דוגמה

2 2( ) cos 2sinf x x x   

1A 
1)( xf  

1A  
xxxf: דוגמה 22 sin7cos)(   

  

 
  

  

  

  

  

 

  

  

  
)הנקודות  ,1)k  משותפות לכל הפונקציות במשפחה מכיוון שהן

  . Aבפרמטר אינן תלויות 

, משפחה-מציג במערכת צירים אחת פונקציה מכל תת 84איור 

ש המשותפות לכל הפונקציות וממחיש את נקודות המפג

  .במשפחה

  81איור   82איור   83איור 

  84איור 
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  גסעיף 

2במשפחה ו פונקציות לאילנבדוק  2( ) cos sinf x x A x   אין נקודות אפס.  

0Aכאשר    2הפונקציה היא( ) cosf x x, ולמשוואה אינסוף פתרונות.  

  0Aנבדוק את המקרים בהם 

0Aכך עלינו לבדוק עבור אילו ערכי  לשם  אין פתרון למשוואה:  

2 2cos sin 0x A x .  

xAx 22 sincos   

Ax

x 1

cos

sin
2

2

  

A
x

1
tan2   

 

  .x -גרף הפונקציה אינו חותך את ציר ה 0Aולכן כאשר , 0Aלמשוואה אין פתרונות כאשר 

 

  

  סעיף ד

1Aמשפחה -תתההבדיקה שעשינו עתה מאפשרת לגלות שאת     ניתן לחלק

  :משפחות-לשתי תת

  וכאשר  ,)אדוםהגרף ה(x -גרף הפונקציה חותך את ציר ה 0Aכאשר 

10  A גרף הפונקציה אינו חותך את ציר ה- x )הגרף השחור.(  

 

  

  

2 נתונה הפונקציה .2 20 , 2 , ( ) cos cosx a f x x a x    .  

 . גרף שלההוסרטטו סקיצה של , חקרו את הפונקציה בתחום הנתון  .א

 .  ונקציה הנגזרת בתחום הנתוןרטטו סקיצה של הפס ממצאים של סעיף אהעל סמך   .ב

 

22או ( 2a: השילוב בין התחום המוגבל למגבלה על הפרמטר ,חום סגורהמוגבלת לת, בחקירה זו a (

  . מתקבלים במהלך החקירהתשומת לב מיוחדת לפתרונות הפרטיים ה חייב מתןמ

 

 

 

 
פעולת החילוק אינה 

גורמת לאיבוד 
יתכן יכי לא  פתרונות

שוויון בין שני האגפים 
cosכאשר  0x .     

 85איור 
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  סעיף א

 :פתרון משוואה טריגונומטרית ידי-עלx -נמצא את נקודות החיתוך עם ציר ה

2 2 2cos cos 0 cos (cos ) 0x a x x x a      
  

cos 0x   2  אוcos x a  

2
x k      2 בנתוני השאלהa )22 a(,  

 תוולכן גורם זה של המשוואה אינו תורם פתרונ

 הואן פתרון בתחום הנתוה
2

x


 k מספר שלם.
 

    

, :היא x -נקודת החיתוך עם ציר ה    0
2

 
 
 

.    

  

  :על מנת למצוא את נקודות הקיצון נגזור את הפונקציה ונשווה לאפס

2

2

( ) 2cos sin sin

sin ( 2cos ) 0

f x x x a x

x x a

    

  
  

sin 0x     22cos x a  

x k kאין פתרונות בתחום הנתון    .מספר שלם.  

x,0: פתרונות בתחום הנתון הםה x  .    

  

 ידי-על. בתחום מונוטוניתסיק כי הפונקציה לכן ניתן לה. התחוםשל ת קצה ונשים לב לכך כי נקודות הקיצון הן נקוד

  . או ירידה עלייההצבת נקודה כלשהי מהתחום בפונקציה הנגזרת ניתן לבדוק האם המגמה היא 

  

 

  .הפונקציה עולה בתחוםשומכאן 

מינימום מוחלט : בנקודות הקצה ערכי הפונקציה  20, 1 a  ומקסימום

מוחלט  2, 1  a .  

,: ניעזר בנגזרת שנייה על מנת למצוא את נקודת הפיתול 0
2

 
 
 

 .  

  .אותה מצאנו לפני כן, זו גם נקודת האפס של הפונקציה

   ).86איור ( ט את גרף הפונקציהסרטכעת ניתן ל

2 22cos sin sin 0
2 2 2 2

f a a
                      

       

  86איור 
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  סעיף ב 

  . הנגזרת חיובית בתחום זה, מכיוון שהפונקציה עולה בתחום הנתון

   .0בהן ערך הנגזרת הוא , התחום הן נקודות הקיצון קצוות

התבוננות בגרף הפונקציה המקורית נבחין כי שיפועי המשיקים גדלים עד לנקודת האפס מ

ומכאן נקבל את גרף . וממנה שיפועי המשיקים קטנים, נקודת הפיתולשהיא , של הפונקציה

   ).87איור ( הפונקציה הנגזרת

  הערה 

cosו פעמיים בכך שלפונקציות במהלך הפתרון השתמשנ  .א x כך יכולנו להסיק . יש טווח ערכים מוגבל

2cosשלמשוואה  x a  2אין פתרון כאשרa  ) 22או a.( 

תחומי : כמו למשל ,מספיק נתונים בשל היעדר גם ,הסקיצה של גרף הפונקציה אינו פשוט במקרה זהסרטוט   .ב

 .הקעירות כלפי מעלה וכלפי מטה

  הרחבות אפשריות

: בדקו האם הפונקציה הנתונה מקיימת את השוויון  .א    f x f x.סרטטו גרף של הפונקציה בתחום: 

x    . 

כיצד  ,למשל. על גרף הפונקציהמשפיעים  aמטר ניתן להרחיב את החקירה ולבדוק כיצד ערכים שונים של הפר  .ב

0ראה גרף הפונקציה עבוריי 2a  ?ומה קורה עבור ערכים שליליים של הפרמטרa ? שימוש בכלים

 .עבור ערכים שונים של הפרמטר ,טכנולוגיים עשוי לתרום רבות להבנה כללית של מבנה המשפחה הנתונה

 

  פונקציה טריגונומטרית עם שני פרמטרים . 3

)3נתונה הפונקציה  ) sin 3 sinf x a x b x   0בתחום x .  

ישר המשיק לגרף הפונקציה בנקודה שבה 
6

x 


  .x-מקביל לציר ה, 

 .bבאמצעות הפרמטר  a בטאו את ערכו של הפרמטר  .א

)חקרו את הפונקציה   .ב )f x 0 -בתנאי ש, בתחום הנתון וסרטטו את גרף שלהa .   

 

  פתרון 

נציב את . נגזור את הפונקציה תחילה: סעיף א
6

x 


 
  . לאפסנשווה אותה הנגזרת ובפונקציה 

2

2

( ) 3 sin cos 3 cos

1 3 3
3 3 0

6 2 2 2

3
3 0 4

4

f x a x x b x

f a b

a b a b

   

                             

   

  

  87איור 
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4a: תשובה לסעיף א b.  

  :נוכל לרשום את הפונקציה הנתונה באמצעות פרמטר אחד, סעיף אפי -על :סעיף ב

3( ) 4 sin 3 sinf x b x b x   

  :כדי למצוא את נקודות הקיצון נגזור ונשווה לאפס

 
2

2 2

( ) 12 sin cos 3 cos

12 sin cos 3 cos 0 3 cos 4sin 1 0

f x b x x b x

b x x b x b x x

   

     
 

  

  :ניתן לסכם את הפתרונות בטבלה כמו זו. נשווה כל אחד מגורמי המשוואה לאפס

cos  משוואה 0x   
1

sin
2

x   
1

sin
2

x    

  

2 פתרונות כלליים
x k


    kx 

2
6
  

kx 
2

6

5
  

kx 
2

6
  

kx 
2

6

7
  

פתרונות פרטיים 
,0]בתחום  ]  2

x  
6


x ,

6

5
x  אין פתרונות  

  

  : נבנה טבלת ערכים לזיהוי סוג הקיצון

 
5

6
x


  x 

2
x


   x  

6
x


  0  x  

+    -  0  +  0  -  ( )f x 

 b min  b max b min   ( )f x  

  

  

  : םה שיעורי נקודות הקיצון

: נקודת מקסימום





 b,

2
 ושתי נקודות מינימום :,

6
b

  
 

, 5
,

6
b

  
 

.  

2: מתקבלות בקצות התחום x -הת החיתוך עם ציר ונקוד
,0

3

 
 
 

,  ,0
 

2  ותובנקוד
,0

3

 
 
 

0, -ו  
3

 
 
    

.  

  :)88איור ( ט את גרף הפונקציהסרטניתן ל מתוך הנתונים שנאספו בחקירה

 7טבלה 

 8טבלה 

  88איור 
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  הערות דידקטיות

ן עוברים כבר בסעיף הראשו, אולם. פעילות זו מזמנת התמודדות עם פונקציה טריגונומטרית עם שני פרמטרים  .א

תפקיד כל אחד מהם  שלוזיהוי  ,בין פרמטר למשתנהכל משימה הקשורה לפרמטרים דורשת אבחנה . לפרמטר יחיד

 . במיוחד נדרשת הקפדה על אבחנה זו בגזירה של פונקציה עם פרמטרים. בתבנית הפונקציה והפונקציה הנגזרת

ובילים לתשובות סופיות הכוללות עם חישובים המאחד האתגרים בעבודה עם פרמטרים הוא התמודדות   .ב

 . ביטויים עם פרמטרים

0a חשוב לשים לב שחקירת הפונקציה בסעיף ב מתאימה למקרה שבו  .ג  .0 -אילו לא היה ידוע שa  לא

. 0bואחד עבור  0bאחד עבור : ים אפשרייםוהיינו מקבלים שני מצב 0b -היינו יכולים להסיק גם ש

בקש מהתלמידים לסרטט את להרחיב את הפעילות ולנוכל . b -זאת משום שערך הנגזרת בכל נקודה תלוי ב

 .שני המצבים

)3שהפונקציה  כדאי לציין שלמרות  .ד ) sin 3 sinf x a x b x  המוגדרת בתחום R זוגית-היא פונקציה אי ,

  . תחום הפונקציה אינו סימטרי ביחס לראשית. זוגית-איהפונקציה הנתונה אינה 

  הפונקציה טנגנס כפונקציה פנימית של פונקציה מורכבתחקירת  :20פעילות 

3tanמה בין גרף הפונקציה . 1 tany x x  לגרפים של הפונקציות המרכיבות אותה?  

xxyניתן לראות בפונקציה  tantan 3  ) הרכבה של הפונקציה , )89איורxxy  על הפונקציה ) 91איור ( 3

xy tan) חקירת הפונקציה  ).90איורxxy tantan3   מזמנת דיון בקשרים שבין הגרף שלה לבין הגרפים

  .חקירהבהמשך נציע הרחבה של ה. פונקציות המרכיבות אותהשל ה

 אבני דרך בחקירת הפונקציה  3tan tany x x   

kx: תחום הפונקציה 



2

  . שלם kלכל  

kxהגדרה עוברות אסימפטוטות אנכיות -בכל נקודות האי 



2

  .מחזור הפונקציה הוא  .

      xxy tantan 3  נקודות החיתוך עם ציר ה- x:  

 0,k ,





 


0,
4

k ,,
    

 
0

4
k 

  .שלם kלכל 

  

 
  

  

      
 

x

x
y

2

2

cos

1tan3
'


 הנגזרת מתאפסת עבור 


   

6
x k  

  .שלם kלכל 

  

  .89המשך החקירה מוביל אל הגרף שבאיור 

xxy tantan 3  

  89 איור
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xxyמה בין תכונות הפונקציה  tantan 3   לבין תכונות הפונקציות

  ?המרכיבות אותה

ה הפנימית את מן הפונקצי" ירשה"ניתן לראות כי הפונקציה המורכבת 

תופעה זו מאפיינת . הגדרה-איהזוגיות ואת נקודות -את האי, המחזור

   .פונקציות מורכבות

נשים לב גם שהאסימפטוטות של הפונקציה הפנימית הן גם אסימפטוטות של 

ושלכל קטע של גרף הפונקציה שבין שתי אסימפטוטות  ,הפונקציה המורכבת

xxy החיצונית יש דמיון ויזואלי בולט לגרף הפונקציה  האם . )91איור ( 3

  .התשובה שלילית? תופעה זו מאפיינת כל פונקציה מחזורית מורכבת

xyההסבר לתופעה קשור בכך שהפונקציה  tan  עולה בכל קטע שבין

  . ומקבלת בתחום זה את כל הערכים הממשיים, הגדרה -שתי נקודות אי

xxyציה הפונק, למשל,כך  יורדת בתחום  3
3

1

3

1



x . ואילו הפונקציה

xxy tantan3   יורדת בתחומים החלקיים בהם
3

1
tan

3

1



x, כאשר  ,כלומר

kxk 






33

 )k מספר שלם.(   

xxyמציג זו לצד זו את הפונקציה  92איור  tantan 3  חלקי הגרף המתאימים . והפונקציות המרכיבות אותה

xxyלתחומי הירידה של הפונקציות  tantan 3  ו - xxy  החלקים  דוםכמו כן צבועים בא. דוםצבועים בא 3

xyשל גרף הפונקציה  tan  בתחומים החלקיים בהם הפונקציהxxy tantan 3  יורדת .  

  .בשלושת הגרפים אדוםמצאו קשרים בין החלקים הצבועים ב

  

 90איור 
xy tan

 91איור 

xxy  3  

92איור 

xy. א          tan                          ב .xxy  xxy .ג                            3 tantan 3   



415 
 

______________________________________________________________________________  
 הטכניון -דידקטי למורה - ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                                                                        הטריגונומטריות    פונקציות ה

  ? לאן נוכל למנף את החקירה. 2

נוכל לחקור  ,אשר נידונו בפעילות זו, מית שלהפונקציה מורכבת לפונקציה הפניבין  יםהקשרהבנת כדי לחדד את 

  .מציג מספר אפשרויות 93איור . פונקציות נוספות

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 חקירת הפונקציה. 3
tan

1 tan

x
y

x



  הגדרה  -כהזדמנות לדיון בהתנהגות הפונקציה בנקודות אי 

 את הפונקציה
tan

1 tan

x
y

x



ה של הפונקציה ניתן לראות כהרכב 

x

x
y




1
xyעל הפונקציה   tan .  

ובדרך להסיקן ללא שימוש , לא נציג חקירה מלאה של הפונקציה אלא נתמקד באחדות מתכונותיה הבולטות

  .בנגזרת

2tany  :הפונקציה x  

  
  

קטע הגרף שמתאים למחזור אחד דומה ויזואליות 

2xyלגרף הפונקציה   .נובע  הדמיון

xyמהמונוטוניות של הפונקציה   tan,  ומכך

שקבוצת ערכיה כוללת את כל המספרים 
  .הממשיים

 

xxy  :הפונקציה sinsin 3   

  
  

שמתאים למחזור אחד של הפונקציה  קטע הגרף

xxyאינו דומה לגרף הפונקציה   הפעם . 3

קבוצת הערכים של הפונקציה הפנימית 
xy sin  אינה כוללת את כל המספרים

שמתאימים , וקטעי הגרף שלה, הממשיים
  .  אינם מונוטוניים, למחזור אחד

  

xxy:  הפונקציה tantan3   

  

 93איור 

xxyהרכבת הפונקציה   3 

 על פונקציה אחרת

הרכבת פונקציה אחרת על 
xy הפונקציה tan 
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   הגדרה-איההתנהגות הפונקציה בסביבת נקודות 

cos הפונקציה מוגדרת כאשר 0x   וגםtan 1x  ,כאשר ,כלומר 

2
x k


   ו- 

4
x k


   )k- 94איור (, )מספר שלם.(  

יש לפונקציה , כאורך המחזור, כל קטע שאורכו כיוון שב
tan

1 tan

x
y

x



נבדוק את , הגדרה אחת מכל סוג-נקודת אי 

התנהגות הפונקציה בסביבת 
4


x  ובסביבת

2


x.  

בסביבת 
4


x ערכי המכנה xtan1 ואילו  ,שואפים לאפס

לכן יש לפונקציה אסימפטוטה אנכית . 1 -שואף ל xtanהמונה 
4


x.  

גות הפונקציה בסביבת כדי ללמוד את התנה
2


x נחלק את המונה והמכנה ב- xtan.  

1
1

1

1
tan

1
1

tan

tan

tan

1
tan

tan

tan1

tan

2




 






 

x

xx

x

x

x

x

x

x
  

כאשר 
2


x רציפות סליקה שמשמעה חור בגרף הפונקציה-יש לפונקציה נקודת אי.  

מציג את גרף הפונקציה  96איור 
x

x
y




1
 .  

 מציגה קשרים בין תכונות הפונקציה 9טבלה 
x

x
y




1
לתכונות הפונקציה  ,)96איור ( 

tan

1 tan

x
y

x



  .)94איור ( 

1

x
y

x



  

tan

1 tan

x
y

x



  

1tan לפונקציה אסימפטוטה אנכית כאשר  .1xלפונקציה אסימפטוטה אנכית  x.  

ערכי ,  -ול  -שואפים ל xtanכאשר ערכי   .1yלפונקציה אסימפטוטה אופקית 

הפונקציה 
tan

1 tan

x
y

x



לכן . 1- -שואפים ל 

ם בנקודות לגרף הפונקציה חורי





 


1,
2

k 

  .שלם kלכל 

הפונקציה עולה בכל תחום חלקי שבין נקודות 

  .הגדרה-איה

הפונקציה עולה בכל תחום חלקי שבין נקודות 

  .)נעמיק בנקודה זו בהמשך. (הגדרה-איה

 94איור 

 9 טבלה
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אם נמקד את המבט בגרף הפונקציה 
tan

1 tan

x
y

x



בתחום  

22





x ) 95איור( ,

גרף הפונקציה נראה שהוא מזכיר בצורתו את 
x

x
y




1
 .  

  

מהם תחומי העלייה של הפונקציה : שאלה
tan

1 tan

x
y

x



?  

kxk תחומי העלייה הם: תשובה 





44

3
, kx 




2
  .שלם kלכל , 

  שאלת העמקה וחידוד        

כלואים בין שתי אסימפטוטות והם משתרעים הנשים לב שתחומי העלייה הם תחומים 

מדוע ניתן לראות בחלקי התחום שמשני עברי  ).97איור (הגדרה -משני עברי נקודת אי

  ? תחום עלייה אחד הגדרה-נקודת האי

הגדרה נמצא מעל חלק הגרף -איהכיוון שכל חלק הגרף שמימין לנקודת : תשובה

  : מתקיימים תנאי ההגדרה של פונקציה עולה, שמשמאל לה

1אם לכל שני ערכים  G עולה בתחום xf)(פונקציה  2x x ב- G מתקיים: 

)()( 21 xfxf .  

התחום 
22





x ,איננו תחום עלייה של הפונקציה, לעומת זאת 

tan

1 tan

x
y

x



כיוון שלא מתקיימים בו תנאי , 

 ). 94ראו איור (ההגדרה של פונקציה עולה 

  פונקציות טריגונומטריות הפוכות ונגזרותיהן 

יש להן תפקיד הפונקציות הטריגונומטריות ההפוכות שייכות לקבוצת הפונקציות האלמנטריות הבסיסיות ו

  . חשוב ויישום רב באנליזה וביישומיה

  

sinyהפונקציה ההפוכה לפונקציה  –ארקסינוס  x.  

sinyהפונקציה הממשית  x  מוגדרת בכל קבוצת המספרים הממשיים

x   .קיימת לה בו ערכית ולכן לא -חד- בתחום זה היא אינה חד

  . פונקציה הפוכה

sinyבתחומים חלקיים בהם הפונקציה , יחד עם זאת x  מונוטונית יש

  ).98איור ( לה פונקציה הפוכה
 98איור 

 95איור 

 96איור 

 97איור 
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בקטע , בפרט
2 2

x  
 

sinyהפונקציה   x ידי-עלקטע זה מועתק . עולה siny x חד-באופן חד-

1ערכי על הקטע  1y   בציר ה-y .לפונקציה  ,)253עמוד ' ר(בהתאם להגדרת פונקציה הפוכה , לכן

siny x  בקטע
2 2

x  
 

קיימת פונקציה הפוכה   y g x,  קטע האשר תחום הגדרתה הוא

1 1x   בציר ה- x,  קטע הוקבוצת הערכים שלה היא
2 2

y  
 

  . y -בציר ה 

arcsiny ומסומנת ארקסינוספונקציה זו נקראת  x .  

  הגדרה

arcsinyיה הפונקצ x  1היא פונקציה שתחומה הוא הקטע 1  x , קבוצת הערכים שלה היא

2 2
y  

 
arcsinyוהערך ,  x  השוויון  ידי-עלמוגדרsin y x.  

, לדוגמה
1

arcsin
2 6



כי  
1

sin
6 2



 -ו 

2 6 2
  
  

. 

arcsinyאת גרף הפונקציה  x.) שיקוף גרף  ידי-עלניתן לקבל ) 99איור

sinyהפונקציה  x  בישרy x  כאשר
2 2

x
 

   )פונקציות "פרק ' ר

  .)"הפוכות ונגזרותיהן

  

  פונקציות טריגונומטריות הפוכות נוספות 

sinyבדומה לפונקציה  x ,גם הפונקציות הטריגונומטריות האחרות ,cosy x ,tany x   

coty -ו x ולכן לאף אחת מהן לא קיימת פונקציה הפוכה בכל , מןערכיות בתחו-חד-אינן פונקציות חד

הגדרת פונקציה הפוכה לכל אחת מן הפונקציות האלה מחייבת בחירת קטע של תחום . תחום הגדרתה

  .ערכית-חד-הגדרה שבו הפונקציה חד

arccosyהפונקציה  x , שהיא הפונקציה ההפוכה לפונקציהcosy x  מתקבלת לאחר צמצום תחום

cosyהפונקציה  x  0לקטע x .  

  הגדרה

arccosyהפונקציה  x  1היא פונקציה שתחומה הוא הקטע 1x   , קבוצת

0הערכים שלה היא  y   , והערךarccosy x  השוויון  ידי-עלמוגדר

cos y x.  

arccosyאת גרף הפונקציה  x  שיקוף גרף הפונקציה  ידי-עלניתן לקבל

cosy x  בישרy x  0כאשר x   ) 100איור.(   

  

tanyיר באופן דומה את הפונקציות ההפוכות לפונקציות נגד x ו- coty x.  

 99איור 

x 

 100איור 
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  הגדרה

arctanyהפונקציה  x  היא פונקציה שתחומה , קבוצת הערכים שלה היא
2 2

y
 

   ,והערך 

arctany x  השוויון  ידי-עלמוגדרtan y x.  

  

arccotyהפונקציה  x  היא פונקציה שתחומה , 0קבוצת הערכים שלה היא y   ,והערך 

arccoty x  השוויון  ידי-עלמוגדרcot y x.  

  

  

arctanyהגרפים של הפונקציות  x ו - arccoty x בהתאמה, מתקבלים ,

tanyשיקוף הגרפים של הפונקציות  ידי-על x ו- coty x  בישרy x ,

כאשר 
2 2

x
 

  , 0 -ו x   בהתאמה.   

arctanyלגרף נציין כי  x  יש אסימפטוטות אופקיות
2

y 


xכאשר    ו- 

2
y  


arccotyלגרף  .xכאשר   x  יש אסימפטוטות אופקיות

0y  )ציר ה-x ( כאשרx  ו- y   כאשרx.  

  מציג את הגרפים של הפונקציות  101איור 

tany x ו- arctany x עם האסימפטוטות שלהם,   

  מציג את הגרפים של הפונקציות  102והאיור 

coty x ו- arccoty x עם האסימפטוטות שלהם.  

 101איור 

 102איור 
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  קשרים בין פונקציות טריגונומטריות הפוכות

  ,כות קיימים קשרים הנובעים מהגדרתןבין פונקציות טריגונומטריות הפו

    :ומהקשרים בין הפונקציות הטריגונומטריות המקוריות

        
arcsin arccos    arccos  -  arcsin           

2 2

arctan arccot     arccot  -  arctan        
2 2

   

   

x x x x

x x x x

 

 
      

סימטריות זו  המשמעות הגאומטרית של כל אחד מהקשרים האלה היא בכך ששתי פונקציות בכל שוויון

לזו ביחס לישר 
4

y 


  .ממחישים קשרים אלה 104 -ו 103איורים  ).?מדוע( 

  

  

  

  

  
  

  נגזרות של פונקציות טריגונומטריות הפוכות

בהוכחת הנגזרות של הפונקציות הטריגונומטריות ההפוכות נתבסס על נוסחת הנגזרת של פונקציה 

הפוכה לפיו אם  f x ו-  g x אז ,כות זו לזושתי פונקציות הפו  
  

1
g x

f g x
 


 xנקודה  בכל ,

בתחום של  g x 0 -בה הנגזרת במכנה השבר קיימת ושונה מ. 

arcsinyנגזרת הפונקציה  x  

sinyהנגזרת של הפונקציה  x  היאcosy x  .  

 1,1x       ,   
1

arcsin
cos arcsin

x
x

 .  

arcsinyאם . נפשט את הביטוי במכנה x  אזsinx y ו-   

  2 2cos arcsin cos 1 sin 1x y y x      

  

    :לכן

   
2

1
arcsin ,       1,1

1
x x

x
   


.  

xx cos)
2

sin( 





tan)
2

cot(  

חזרה
x 2למשתנה 2sin cos 1x x 

 103איור  104איור 
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arctanyנגזרת הפונקציה  x  

arctanyמהקשר  x  נובע הקשרtanx y )בתחום המתאים .(  

לפי נגזרת הטנגנס 
2

1
'

cos
x

y
 ,2לפי הנוסחה לנגזרת פונקציה הפוכה , ולכן' cosy y .  

xכדי לבטא את הנגזרת כפונקציה של   .ניעזר בזהויות טריגונומטריות  

2 2
2

2 2 2

sin 1 cos 1
tan 1

cos cos cos

y y
y

y y y


     

2:     לכן
2

1
tan 1

cos
y

y
     2    -ו

2 2

1 1
' cos

tan 1 1
y y

y x
  

 
.  

:                                        קיבלנו
2

1
(arctan ) '

1
x

x



.  

2את הקשר 
2

1
cos

1
y

x



arctanyכאשר (  x (ברביע , אפשר להמחיש

  ).105איור ( בדרך גאומטרית, הראשון

 OBכך שהניצב  ,OBCזווית-יחידה הטריגונומטרי משולש ישרהנסמן במעגל 
משיק למעגל  BCהניצב , x -הוא רדיוס שמונח על החלק החיובי של ציר ה

COB -ו ,Bבנקודה  y.  

BCמקבלים  arctanלפי הגדרת הפונקציה  x.  

21OCממשפט פיתגורס נקבל  x  ,פי הגדרת הקוסינוס במשולש ל, ולכן

2נקבל , זווית-ישר
2

1
cos

1
y

x



.  

arccosאת הנגזרות של הפונקציות  x ,ו- arccot x  אפשר לפתח באמצעות הקשרים

arccos arcsin
2

x x 


arccot -ו  arctan
2

x x


 .  

2

1
(arccos ) '

1
x

x
 


  

2

1
(arccot ) '

1
x

x
 


  

  .נשאיר את ההוכחה לקוראים

 105איור 
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  .של ארבע הפונקציות הטריגונומטריות ההפוכות) כולל נגזרת( בטבלה להלן מוצגים אפיוני יסוד

  היהפונקצ  תחום  קבוצת הערכים yתנאים למציאת   נגזרת

2

1

1
y

x
 


  

sin

2 2

y x

y




  
   

2 2
y  

 
  1 1x    arcsiny x  

2

1

1
y

x
  


  

cos

0

y x

y


   

  0 y    1 1x    arccosy x  

2

1

1
y

x
 


  

tan

2 2

y x

y




  
   

2 2
y  

 
  x    arctany x  

2

1

1
y

x
  


  

cot 

0


  

y x

y 
  0 y   x    arccot y x  

  

  

  קישוטים טריגונומטריים: ולקינוח        

 .צרו את הקישוטים הבאים תוך שימוש בגרפים של פונקציות טריגונומטריות

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .אתם מוזמנים להציע קישוטים נוספים

  פונקציות טריגונומטריות הפוכות :10טבלה 

 106איור 
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 זהויות טריגונומטריות מתוך מעגל היחידה : 2פעילות 

 

 .היחידה על מעגל Mלכל זווית מתאימה נקודה 

 Mהנקודה . שצלעותיו מקבילות לצירים MNPQנסרטט במעגל היחידה מלבן 

נסרטט את אלכסוני המלבן ונתבונן בארבעת המשולשים החופפים . מתאימה לזווית 

 (.41איור )המודגשים 

רשמו זהות שמקשרת בין הסינוסים של שתי זוויות  46 -ו 41 איוריםלכל אחד מן ה

 שתיבאמצעות  הדגימו כל זהות. וזהות שמקשרת בין הקוסינוסים של שתי זוויות

        (.  מתחת לכל איורה ראו דוגמ)זוויות 

       

 

 

 

 

 

                                  

 

sin(180:     זהות          ) sin                                          זהות:_____________ sin( ____ )  

sin160: 4 דוגמה          sin  sin:  4 דוגמה                                           ___  220 ___________    

 _______________________: 2 דוגמה                 ________________                     : 2 דוגמה         

cos(180   :  זהות          )   )cos: זהות                                      ____ ____ )   _____________ 

cos160: 4 דוגמה           sin:  4 דוגמה                                          ______ 220 ____________    

 ______________________: 2 דוגמה             __                         ______________: 2 דוגמה         

M N 

Q P 

 41איור 

 



 

 41איור  41איור 
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מקשרות בין קוסינוסים של ה ושתי זהויות ,מקשרות בין סינוסים של זוויותה שתי זהויות 41פי איור -על רשמו

 .  לכל זהות דוגמאותרשמו שתי . זוויות

  

 

 

 

sin(360:    הותז )   (___)sin ______________:זהות                                               _____   

sin340: דוגמה  )sin      :  דוגמה                                                       ______  20 ) sin(20 )       

  _________________    : דוגמה                                                    ________________: מהדוג

cos(360  :   הותז )   (___)cos___________     : זהות                                            ______   

cos340: דוגמה   )cos:  דוגמה                                                    _______  20 )   __________                    

  __________________   : דוגמה                                                    ________________: דוגמה

  .063פות שניתן לראות במעגל היחידה נתייחס בעמוד לזהויות נוס

 

 3פונקציות סינוס וקוסינוס באמצעות קיפולי ניירההמחשת ערכי 

ניתן לשלב פעילות באמצעות קיפולי נייר להוראת , לאחר הגדרת הפונקציות הטריגונומטריות במעגל היחידה

 . חישוב ערכי הפונקציות של זוויות מיוחדות

 

 מעגל היחידה

 . יחידות אורך 2כל תלמיד מקבל ריבוע נייר שצלעו  .4

 (. 43 איור)בתוך הריבוע חסום מעגל 

 ?מהו רדיוס המעגל

 

 

   .41 כבאיור, נקפל את הריבוע לחצי ועוד פעם לחצי

 

 

 

                                                 
3
 .(2343)מעובד מתוך סבר  

 41איור 

 41איור 

 41איור 
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 . הקיפול נפתח את הריבוע ונדגיש את קווי .2

 (. 23איור )התקבל מעגל היחידה במערכת צירים 

 

0ל הזוויות ת סינוס שיערכי פונקצי , 90 , 180 , 270    

  (.24 איור) נסמן ארבע נקודות חיתוך של מעגל היחידה עם צירי המערכת

 ?בכל אחת מהנקודות y-ה מהו שיעור ?לאילו זוויות מתאימות הנקודות

  :סינוס נרשוםהת יפי ההגדרה של פונקצי-על

 sin0 0, sin90 1, sin180 0, sin 270 1         

 

45ת סינוס של הזוויות יערכי פונקצי , 135 , 225 , 315    

 .24נתחיל במעגל היחידה שבאיור  .4

 .נפתח ונדגיש את הקווים ,אלכסוניםהפי שני -נקפל את הריבוע על .2

 (.22איור ) נקודות החיתוך של האלכסונים עם מעגל היחידהאת נסמן  .0

 ? וןלאיזו זווית מתאימה הנקודה שנמצאת ברביע הראש

 (.21היעזרו במשולש המסומן באיור ) 45sinחשבו את 

 ?אחרותהנקודות המות שלוש ילאילו זוויות מתא .1

 ? בכל אחת מהן y -שיעור ה ומה

  .(20איור ) בחפיפת משולשים או בשיקולי סימטריההיעזרו 

: נסכם .1
2 2 2 2

sin 45 ,sin135 ,sin 225 ,sin315
2 2 2 2

         . 

 

30ית סינוס של הזוויות ירכי פונקצע ,150 ,210 ,330    

 .21נתחיל במעגל היחידה שבאיור  .4

 .x-של הריבוע אל ציר ה נהאת הצלע העליו נצמיד .2

y-קיפול חוצה את הקטע החיובי של ציר ההקו 
  (.21 איור) 

 , את קו הקיפול נדגיש, נפתח את הריבוע .0

 נסמן את נקודת החיתוך של קו הקיפול עם מעגל היחידה 

 . ונחבר את הנקודה עם ראשית הצירים ,ברביע הראשון

 (.26 איור) x-אל ציר השסימנו נקודה הקיפול נוסף נוריד אנך מ ידי-על

 ?ביע הראשוןשל הנקודה שבר y-שיעור ה מהו

 (.נמקו)? מה הנקודהילאיזו זווית מתא

 .שווה למחצית היתרהזווית עם ניצב -היעזרו במשפט על משולש ישר

 22איור 

 22איור 

 21איור 

4 

 21איור 

1

2
  

 22איור 

 24איור 
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