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 כוללות שורש ריבועיהפונקציות חקירת 

השילוב נעשה באמצעות פעולת . השורש הריבועי פונקצייתמשלבות פולינומים עם הזה עוסק בפונקציות  פרק

 .ההרכבה ובאמצעות ארבע פעולות החשבון

ים תוך חזרה אל מושגים שונ ,בהן אוספים מידע ללא שימוש בנגזרת ,הפרק פותח בפעילויות חקירת פונקציות

 .ועובר לחקירת פונקציה תוך שימוש בנגזרות הפונקציה, שנלמדו בעבר

  .שיכולות להוביל לחקירות נוספות מקושרות זו בזו ,פעילויות החקירה מלוות בהצעות הרחבה

 .כמשימות סיכוםגם ד ומתאימות מא" רגע לפני הנגזרת"חלק מן הפעילויות שמופיעות תחת הכותרת 

 

 

 גע לפני הנגזרת רפונקציות עם שורשים 

 

 סרטוט גרף של פונקציה עם שורש ריבועי באמצעות פונקציות מוכרות: 1פעילות 

 ריבועיתשורש מורכבת על פונקציה  פונקציית

)(2 מציג במערכת צירים אחת את הגרפים של הפונקציות 1איור  2  xxxf 

 -ו (בשחור)
2( ) 2g x x x   (באדום.) 

באמצעות התכונות של  gר כמה שיותר תכונות של הפונקציה ננסה להסבי

 .וללא שימוש בנגזרת fהפונקציה הפנימית 

 תחום ההגדרה של, כיוון שלא קיים שורש ממשי למספר שלילי g התחום  הוא

x  או  1x כלומר, שלילית-בו הפונקציה הפנימית אי 2.  

 g,  בכל תחומה שלילית-אי ,שורש מורכבת פונקצייתככל. 

  ערך הפונקציהg  נקודות החיתוך של מכאן ש. בנקודות האפס של הפונקציה הפנימית 0הואg  ושלf  עם

  .מתלכדות x -ציר ה

 כיוון ש- g נקודות החיתוך שלה עם , לכן. 0הערך המינימלי שהיא יכולה לקבל הוא  ,בכל תחומה שלילית-אי

 .הן נקודות מינימום מוחלט x -ציר ה

  שורש תחומי העלייה והירידה של ה פונקצייתבגלל המונוטוניות שלg  זהים לתחומי העלייה והירידה שלf .

 .ככל שמוציאים שורש ריבועי ממספר גדול יותר כך התוצאה גדולה יותר: במילים פשוטות

 גדול מהמספר 1 -ריבועי של מספר קטן מ שורש. 1y מעניין לשים לב כי הגרפים נחתכים בנקודות בהן 

0.25, למשל) 0.5), 0 ולכן בקטעים בהם ( ) 1f x  הפונקציה g  נמצאת מעל הפונקציהf .בקטעים בהם 

( ) 1f x  הפונקציהg את מתחת לפונקציה נמצf. 

 

 

 1איור 
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 הערות

בידי בכך שהן נותנות  היא, בהן מסרטטים סקיצה של גרף הפונקציה ללא שימוש בנגזרת חשיבותן של פעילויות

  .באמצעות הנגזרת ת תוצאות החקירה אליהן יגיעוקילבדשישמשו אותם בעתיד תלמידים כלים ה

 .השורש לפונקציה הפנימית פונקצייתמדגישות את הקשר בין הדוגמאות מגוונות  מציג 2איור 

 (.גרף פונקציית השורש הוא הגרף האדום וגרף הפונקציה הפנימית הוא הגרף השחור)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  שורש מורכבת לבין הפונקציה  פונקצייתחקירת הקשר בין גרף של  :2פעילות 

 הפנימית בשילוב מחשב       

להעלות השערות ולבחון אותן , פשר לתלמידים לזהות תופעה באמצעות מקרים פרטייםשילוב מחשב מא

 .באמצעות דוגמאות שהם בוחרים בעצמם

בתוכנות מחשב רבות ניתן להגדיר פונקציה  xf , שורש מורכבת כ פונקצייתובעזרתה להגדיר-  2

1

xf .

 .והפונקציה המורכבת משתנה בהתאם, בלבד fנקציה בהמשך ניתן לשנות את הפו

 .1הפעילות הנוכחית היא ואריאציה משולבת מחשב של פעילות 

)(2סרטטו במחשב את הגרפים של הפונקציות . א 2  xxxf 2 -ו( ) 2  g x x x . 

 .באדום gואת הגרף של בשחור  fצבעו את הגרף של 

 .הסבירו מדוע. כולל שני ענפים נפרדים gהגרף של הפונקציה . ב

 ?מה הקשר ביניהם. רשמו את תחומי העלייה והירידה של שתי הפונקציות. ג

 ? של נקודות אלהy -מהו שיעור ה. סמנו את נקודות החיתוך של שתי הפונקציות. ד

 .נסו להסביר את התופעה? האם זה מקרי

)(2לפניכם גרף הפונקציה . ה 2  xxxf ( 3איור .)פי -על ,הוסיפו לסרטוט

)(2את גרף הפונקציה , השערתכם 2  xxxg. 

)(2סרטטו במחשב את גרף הפונקציה  . ו 2  xxxg רף הממוחשב עם הגרף שלכםוהשוו את הג. 

 

 הפונקציה 

2 0.5y x  

 
 
 
 
 

הפונקציה הפנימית 
אך יש לה  xחיובית לכל 

  .1 -ערכים קטנים מ

הפונקציה 

2 4y x  

 
 
 
 
 

הפונקציה ערכי 
 1 -גדולים מהפנימית 

  .xלכל 

 הפונקציה 

2 3 2   y x x 

 
 
 
 
 

חיובית הפונקציה הפנימית 
 בין נקודות החיתוך עם 

   .x-ציר ה

 הפונקציה 

2 3 2  y x x 

 
 
 
 
 

שלילית הפונקציה הפנימית 
 בין נקודות החיתוך עם 

   .x-ציר ה

 2איור 

 3איור 
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 א ב ג

 סרטוט גרף של פונקציה עם שורש ריבועי בעזרת סדרת פעולות על פונקציות: 5איור 

הפונקציות  עם( באדום)זוגות של פונקציות שורש מורכבות  גרפים של לפניכם. ז

 .(3איור ) (בשחור)הפנימיות שלהן 

תארו . מתאימים לכל אחד מן האיוריםהסרטטו במחשב זוגות של פונקציות 

 .בכל אחד מן המקרים כיצד בחרתם את הפונקציה הפנימית

 

 

סרטוט הגרף של פונקציה עם שורש ריבועי באמצעות  :3פעילות 

 סדרת פעולות על פונקציות מוכרות

נתבונן בפונקציה 
2

1

0.25
y

x



. 

  .יהיהופכית לפונקציה ממעלה שנהפונקציה הפנימית היא פונקציה 

פונקציה בעזרתה נסרטט את גרף ה, (א3איור ) נסרטט תחילה את הפרבולה המתאימה לפונקציה שבמכנה

 (.ג3איור )ולבסוף את הגרף של הפונקציה הנתונה  ,(ב3איור ) ההופכית לה

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ללא תבנית, סרטוט גרפים של פונקציות שורש מורכבות כשנתון גרף הפונקציה הפנימית

  .k -ו f ,g ,hמוצגים הגרפים של הפונקציות  6באיור 

 ותפונקציפים של הגרהסרטטו את  xf , xg , xh ו-  xk. 

 

 

 

 4איור 

 ב א

 ד ג

f 

 א

 6איור 

h 

 ב ג

g 

k 

 ד
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 פתרון 

 .פונקציות השורש מופיעות באדום

 

 

 

 

       

 

 

 

 

 

 עם שורשים אסימפטוטות של פונקציות: 4פעילות 

היא בנושא  () -וב  -שונות בפונקציות בעלות אסימפטוטות הפעם הראשונה בה תלמידים פוגשים 

כאשר . זהירותהטכניקות למציאת האסימפטוטות אינן תמיד פשוטות ומחייבות משנה  .פונקציות עם שורשים

ידי הצבת -מהן האסימפטוטות על אינם מצויים בידי התלמידים הם יכולים לשערהכלים למציאת האסימפטוטות 

 .ערכים בפונקציה

 . נתבונן במספר דוגמאות

24הפונקציה  xxy  ( 8איור) 

40, תחום הגדרה של הפונקציה הוא קטע סגור  x . כיוון שאין לפונקציה נקודות

כיוון . אין לפונקציה אסימפטוטות אנכיות ,הגדרההתחום הגדרה שגובלות ב-אי

הרי שאין לה גם  ,המוחלט גדולים בערכםxאינה מוגדרת עבור ערכי שהפונקציה 

  .אסימפטוטות אופקיות

הפונקציה 
xx

y
11

 ( 9איור) 

. 0x, רן שאינה כוללת את נקודת הקצההוא ק x0הפונקציה  ההגדרה של תחום

יש , בהתאם לתחום ההגדרה. 0x -נבדוק אם יש לפונקציה אסימפטוטה אנכית ב

 . לבדוק גבול מימין בלבד

 


 0

111
xx

x

xx
 

קציה אסימפטוטה אופקית יש לפונ xכיוון ששני המחוברים שואפים לאפס כאשר 

0y. 

הפונקציה   21 2  xxxy (10 איור) 

לכן אין לפונקציה אסימפטוטות  .נקודות הקצההפונקציה כולל את ההגדרה של תחום 

שואפים  xכאשר ערכי   -הפונקציה הנה מכפלה של גורמים השואפים ל. אנכיות

 .לכן אין לפונקציה אסימפטוטות אופקיות .לאינסוף בערכם המוחלט

 9איור 

 ד ג ב א

 7איור 

 8איור 

 11איור 
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 הפונקציה
2

2

( 1)

x x
y

x

 



  

x 2תחום הפונקציה הוא   1 אוx   

נשים לב כי  .וטות אנכיותלכן אין לפונקציה אסימפט. שייכות לתחום ההגדרהתחום הפונקציה נקודות הקצה של 

1x -המכנה מתאפס ב  אך נקודה זו אינה גובלת בתחום ההגדרה של הפונקציה . 

 .  -וב  -נבדוק את גבולות הפונקציה ב בכדי למצוא את האסימפטוטות האופקיות של הפונקציה

 :קבלנ x כאשר

 

                                                                              

 

 

 

 

 

   :קבלנ x כאשרו

2 2 2

2

2

1 2
1

2 2
1

2 1( 1) 2 1 1
x

x x x x x x

x x x

x x



 
   

    
    

 

 

  

 

 

1y שונות לפונקציה שתי אסימפטוטות אופקיות, כלומר  1 -וy   . 

 .330דיון נוסף בפונקציה זו מופיע בעמוד 

 

 

הפונקציה 
250

1
2 .x

y


 ( 11איור) 

. תחום הפונקציה הוא הישר הממשי ולכן אין לה אסימפטוטות אנכיות

, כיוון שהפונקציה זוגית נוכל להסיק שאם יש לה אסימפטוטה אופקית

 .תאחיש לה אסימפטוטה אופקית 

- כיוון ש

0
250

1
2

 


x
.x

 

 

 .0yהאסימפטוטה האופקית היא 

 

2 2 2

2

2

1 2
1

2 2
1

2 1( 1) 2 1 1
x

x x x x x x

x x x

x x



 
   

  
    

xכאשר   

1x  ולכן  ,חיובי

21 ( 1)x x    

נה כמהחילוק המונה ו

 2x -של השבר ב

xכאשר   1x  

ולכן  ,שלילי

21 ( 1)x x     

 11איור 
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2הפונקציה 
4y x  

 . הפונקציה מוגדרת בכל הישר הממשי ומכאן שאין לה אסימפטוטות אנכיות

אין  ,-שואפים בערכם המוחלט ל xכאשר ערכי  , -כיוון שערכי הפונקציה שואפים ל

 .לפונקציה אסימפטוטות אופקיות

 .נראה שיש לפונקציה אסימפטוטות משופעות

baxyאסימפטוטה משופעת  -אם יש לפונקציה ב: ניזכר  ותהגבול מיםאז קיי 

( )
lim
x

f x
a

x
   ו- lim ( )

x
f x ax b


  . 

 (.) -באופן דומה מוצאים אסימפטוטה משופעת ב

 . -מציאת אסימפטוטה משופעת ב

2 2

2 2 22

4 4 4
1 1 1

4
x x x

x x xx

x x x x

     
         

      
    

2 22

2

4 4
1 1

4 4
1 1

x

x x
x xx

x x x x 

   
      

     
         

 
 

 1aפועה אז שי  -אם יש לפונקציה אסימפטוטה משופעת ב

 .כדי לבדוק אם האסימפטוטה קיימת נבדוק את הגבול

  2 2
2 2

2

2 2 2

4 4
4 4

( ) 4 1 0
4 4 4

x

x x x x
x x

f x ax x x
x x x x x x



   
 

       
     

 

 . 0bמכאן 

xy שמשוואתהאסימפטוטה משופעת   -לפונקציה יש ב . 

 :שליליים ולכן xערכי , x כאשר

1
4

1

4
1

4
1

4
2

222

 


































x
xx

x
x

x

x
x

x

x
 

 1aשיפועה אז   -אסימפטוטה ב אם יש לפונקציה

 .נבדוק את הגבול קיימת כדי לבדוק אם האסימפטוטה

 
  2 2

2

2

2 2

2
2 22

4 4
( ) 4 1

4

4 4 4
0

4 44
1 11

x

x x x x
f x ax x x

x x

x x

x x x xx x
x xx



   
      

 

 
  

 
      

 

 

 . 0b כיוון שהגבול סופי נוכל להסיק כי

xyמשופעת שמשוואתה  אסימפטוטה  -לפונקציה יש ב . 

 12איור 
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מאפשרות הכלל אינם מיומנים בטכניקות של חישוב גבולות בדרך בית הספר  תלמידי

יפה להראות במערכת צירים אחת את גרף , בכל זאת. לחשב אסימפטוטות אלה

42הפונקציה   xy  וגרף הפונקציהxy  ( 13איור .) קל להבין אינטואיטיבית

 ד לערכי הפונקציהוקרובים מאהפונקציה ערכי  גדולים בערכם המוחלט xשכאשר ערכי 

xxy  2. 

ואשר תחום , ייהמורכבת על פונקציה ממעלה שנהשורש  פונקצייתלהראות שלכל  ניתן

 .יש שתי אסימפטוטות משופעות שונות, ההגדרה שלה אינו קטע סגור

 

 בניית דוגמאות של פונקציות בהתאם לאסימפטוטות

שהיא אסימפטוטה , 2y, שיש לה אסימפטוטה אופקית אחת עם שורש ריבועילפונקציה  אותדוגמ 2הביאו . 1

 . -וגם ב  -ב

 .4y -ו 2y, תושיש לה שתי אסימפטוטות אופקי עם שורש ריבועילפונקציה דוגמאות  2הביאו . 2

 .4xויש לה אסימפטוטה אנכית , שאין לה אסימפטוטה אופקית עם שורש ריבועילפונקציה דוגמאות  2הביאו . 3

) -ו 2שיש לה שתי אסימפטוטות משופעות ששיפועיהן  עם שורש ריבועיהביאו דוגמה לפונקציה . 3 2). 

  ?מה מחדדת כל משימה שחיברתם. חברו משימות נוספות של בניית דוגמאות. 3   

 

  ללא שימוש בנגזרתסקיצות של גרפים  רטוטסופונקציות על  מידעאיסוף : 5פעילות 

)()1(2 ,פונקציותשלוש ב נתבונןזו  פעילותב 2  xxxxf ,
2 2

( )
( 1)

x x
g x

x

 



 -ו 

2

( 1)
( )

2

x
h x

x x




 
 .

לנצל את המידע שנאסף בחקירת פונקציה  מאפשרת ,בנויות מאותם הגורמיםההתבוננות בפונקציות מנה ומכפלה 

  .על תכונותיה ועל הגרף שלהקד בהשפעה של השינוי בתבנית ולהתמ, אחת

 

גרף הפונקציה  סרטוט סקיצה של
2

( ) ( 1) 2f x x x x   . 

 תחום ההגדרה של הפונקציה

את קבוצת האמת של  נמצא. המגבלה היחידה על תחום ההגדרה היא מגבלת השורש הריבועי

2: שוויון-איה 2 0x x   .ה מגרף הפונקצי
2 2y x x  , כי תחום נסיק  ,13 המוצג באיור

x 2או  1xההגדרה הוא    . 

 

 נקודות החיתוך עם הצירים

נפתור את המשוואה  x-כדי למצוא את נקודות החיתוך עם ציר ה
2( 1) 2 0x x x    1נקבל ו 1x   ,2 1x  

3 -ו 2x .  1כיוון שx ה נקודות החיתוך של הפונקציה עם ציר, אינה בתחום ההגדרה- x הן : 1, 0    

 .(2,0) -ו

 .y -ולכן אין לה נקודת חיתוך עם ציר ה 0x הפונקציה אינה מוגדרת כאשר

 13איור 

2 1- 

 14איור 
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 תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה

 .הפונקציה היא מכפלה של שני גורמים

2הגורם  2x x  חיובי בכל נקודה שאינה נקודת אפס של הפונקציהולכן  ,שלילי בכל התחום-אי. 

1xהגורם    1חיובי כאשרx   1ושלילי כאשרx . 

2x תחום ההגדרה של הפונקציה מורכב משני תחומים חלקיים  1 -וx  . 

2x כאשר  1כאשר וx   ערך הפונקציה הוא אפס. 

2x כאשר  שני הגורמים חיוביים ולכן הפונקציה חיובית. 

1xכאשר     2הגורם 2x x  1 והגורם חיוביx  לכן הפונקציה שלילית. שלילי. 

 

 

 

 .שלפונקציה אין אסימפטוטות( 336עמוד )ראינו 

 

  .מתקבלת הסקיצה הבאה של גרף הפונקציה, כה בעזרת המידע שאספנו עד

 

לכלים של החשבון  ,כמובן ,על מנת לקבל מידע נוסף על התנהגות הפונקציה נזדקק

 .הדיפרנציאלי

 

: רף הפונקציהג סקיצה של סרטוט
2

2
( )

( 1)

x x
g x

x

 



 

 תחום ההגדרה של הפונקציה

תחום ההגדרה של הפונקציה זהה לתחום ההגדרה של הפונקציה 
2( ) ( 1) 2f x x x x    ,שחקרנו זה עתה .

לא היה בתחום ההגדרה של  1x -כיוון ש. אשר מבטיחה שהמכנה לא יתאפס 1xהפעם נוספה הדרישה 

x  או   1xתחום ההגדרה נשאר כמקודם , 1הפונקציה בדוגמה  2. 

 

 תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה

כדי לקבוע את תחומי החיוביות של הפונקציה 
2 2

( )
( 1)

x x
g x

x

 



עלינו  

מכנה הנמצאים בתחום והיליות של המונה והשללבדוק את תחומי החיוביות 

בנויות , זה עתה שחקרנו, fכיוון שפונקציה זו והפונקציה , הפונקציה

: מכאן. הרי שתחומי החיוביות והשליליות שלהן זהים, מאותם הגורמים

 .1x-  בתחוםושלילית   2x  הפונקציה חיובית בתחום

1yלפונקציה שתי אסימפטוטות אופקיות  כי( 336עמוד )ראינו   ו- 

1y   ,ואין לה אסימפטוטות אנכיות . 

 (.16 איור) גרף הפונקציה ה שלצנסרטט סקי עד כה המידע שאספנופי -על

 .לנגזרת ,כמובן ,יה נזדקקעל מנת לקבל מידע נוסף על התנהגות הפונקצ



 

   
2  -1 

 הפונקציה אינה מוגדרת

 15איור 

 16איור 
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גרף הפונקציה  סרטוט
2

( 1)
( )

2

x
h x

x x




 
  

 תחום ההגדרה של הפונקציה

הנקודות בהן ואת  ,חום ההגדרה עלינו להביא בחשבון את הנקודות בהן הביטוי בשורש שליליתבבואנו לקבוע את 

1xנוספות המגבלות  ,שחקרנו זה עתה ,g -ו f על מגבלות תחום ההגדרה של הפונקציות. המכנה מתאפס   

2x -ו  . 1 :אם כן ,הואתחום ההגדרה x  2אוx. 

 נקודות חיתוך עם הצירים

 xערך , 1xואינו כולל את  ,0xשתחום ההגדרה אינו כולל את  כיוון ,חיתוך עם הצירים לפונקציה אין נקודות

 .שמאפס את מונה הפונקציה

 

 תחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה

שחקרנו  ,g-ו f ותזהים לתחומי החיוביות והשליליות של הפונקצי hתחומי החיוביות והשליליות של הפונקציה 

 1x-שלילית בתחום ו 2x הפונקציה חיובית בתחום. זה עתה

 

 מקבילות לציריםאסימפטוטות 

הפונקציה  2x-בסביבה מימין ל. 1x -ו 2x תחוםההגדרה של הפונקציה אינו כולל את קצוות התחום 

מכאן שלפונקציה אסימפטוטות . -הפונקציה שלילית ושואפת ל 1x -ומשמאל ל,  -חיובית ושואפת ל

  .2x -ו 1xאנכיות 

כמו במקרה של הפונקציה 
2 2

( )
( 1)

x x
g x

x

 



ניתן להראות כי לפונקציה  

1yשתי אסימפטוטות אופקיות שונות   1 -וy  . 

  .13באיור מוצג  גרף הפונקציה

 

 חקירת פונקציות בשרות האלגברה

  לפתור גםניתן  הפונקציות בדרך בה גילינו תחומי חיוביות ושליליות של

  :לדוגמה, חלשים ותשוויונ-אי

 

2 שוויון -אי

( 1)
( ) 0

2

x
f x

x x


 

 
 

2 2
( ) 0

( 1)

x x
f x

x

 
 


 

2( ) ( 1) 2 0f x x x x     

 2x 2x 2x פתרון

 1 טבלה 

 17איור 
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  ?מי הגרף? מי הפונקציה :6פעילות 

יחד . ללא שימוש בנגזרת של פונקציותראינו שניתן להשיג לא מעט מידע על תכונות , בדוגמאות שהובאו עד כה

ל פונקציות ללא אחת הדרכים לדיון בגרפים ש .חשוב להדגיש שהמידע הנאסף בדרך זו הוא חלקי בלבד, עם זאת

בדרך זאת מתבהרים גם . מתוך מבחר של גרפים נתונים, שימוש בנגזרת היא התאמה של גרפים לפונקציות

י לבקש אתה כדיבעת דיון בפעילות מסוג זה בכ .רסהמידע אותו ניתן להשיג טרם השימוש בנגזרת וגם המידע שח

 .ים לפונקציותלהציע כמה שיותר שיקולים לזיהוי הגרפים המתאימתלמידים המ

 

 .המתאים לה גרףהתאימו לכל פונקציה את ה. גרפיםלפניכם שש פונקציות ושישה 

 

1 .
24)( xxxf  2 .

24)( xxh  3 .6)( 2  xxxk 

3 .
x

t(x)
x




2

2

4
 3 .

x
m(x)

x




2

2 4
 6 .6)( 2  xxxg 

 

 

 

   

 

  
 

 

 

 .ה6 ;ו3; ד3; ג3; א2; ב1 :פתרון

 :שיקולים אפשריים

 .לה גרף ה ולכן מתאים ,gמוגדרת בכל הישר הממשי היא ההפונקציה היחידה 

22מוגדרות בתחום  h -ו fהפונקציות   x . הפונקציהh ולכן הגרף  ,שליליים בלבד-מקבלת ערכים אי

20חיובית בתחום  fהפונקציה . א המתאים לה הוא  x  02ושלילית בתחום  x  בולכן מתאים לה גרף. 

 .לכן מתאים לה גרף ג, 2x או x3היא היחידה המוגדרת בתחום  k הפונקציה

. mאחת הדרכים להבחין ביניהן היא בעזרת האסימפטוטות האנכיות של הפונקציה . m -ו t נותרו הפונקציות

 .מתאים גרף ד tמתאים גרף ו ולפונקציה  mמכאן שלפונקציה 

 

 ג ב א

 ד ה ו

 18איור 

 2 טבלה
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 עם שורש ריבועיחקירת פונקציות 
 

 יהיפונקציה ממעלה שנ שלריבועי שורש  פונקצייתחקירה של : 7פעילות 

 .שתחום הגדרתה הוא קטע סגורפונקציה של  החקירנפתח עם 

 

2חקירת הפונקציה 
( ) 4f x x  

22תחום ההגדרה   x
04שוויון -האי מתקבל מפתרון  2  x. 

 :הן נקודות החיתוך עם הצירים 0,2 , 0,2 ו-  2,0. 

: הנגזרת 2

2 2

2
4

2 4 4

x x
x

x x

  
  

 
 .0xמתאפסת כאשר  

 נקודת האפס של הנגזרת מחלקת את תחום ההגדרה לשני תחומים חלקיים

 

 

 .טבלת ערכים עם ערכי הפונקציהלהלן 

 

 

 

 

 

 

בנקודה מוחלט לפונקציה מקסימום  20,, תומינימום מוחלט בנקודו  02, ו-  02,. 

היות והמכנה חיובי בתחום ההגדרה של : סימני הנגזרת במקום לבדוק את ערכי הפונקציה יכולנו לבדוק את

20: הנגזרת שלילית בתחום: לכן. המונה הוא שקובע את הסימן של הנגזרת ,הפונקציה  x וחיובית בתחום :

02  x . 

02: יה של הפונקציה הואיחום העלבשתי הדרכים נסיק שת  x, 20: ותחום הירידה הוא  x . 

 ?איך מתנהגת הפונקציה בנקודות הקצה שלה

 :(19איור ) נוכל לבחון הצעות אחדות לסקיצות של הגרף

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 0 2 x 

0 2 0 2
4y x  

  מקסימום                 

 3 טבלה

 19איור 

x 

y 

x 

 

y 

 

x 

 

y 

 

 הצעה ב הצעה ג הצעה א

 

   
2  -2 0 

הפונקציה אינה 
 מוגדרת

הפונקציה אינה 
 מוגדרת
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התנהגותה בשתי נקודות הקצה , היות והפונקציה זוגית. בשיפוע המשיק בנקודות הקצהההצעות שונות זו מזו 

 . דומה

חיובי בקצה : בהצעה ב שיפוע המשיק סופי ושונה מאפס. בהצעה א שיפוע המשיק בנקודות הקצה הוא אפס

 .בהצעה ג שיפוע המשיק אינסופי בקצות התחום. השמאלי של הפונקציה ושלילי בקצה הימני שלה

 . צדדיות בנקודות אלה-ולא קיימות לה גם נגזרות חד, נגזרת לא מוגדרת בקצות תחום ההגדרה של הפונקציהה

: לבחון את הגבולות נוכל
x ( )

x
lim

x
 



 22 4
 -ו 

x

x
lim

x




 22 4
. 

: הרי שהגבולות הם אינסופיים ומתקיים, כיוון שהמונה לא מתאפס בנקודות הקצה והמכנה מתאפס בהן

x ( )

x
lim

x
 


 

 22 4
 -ו

x

x
lim

x



 

 22 4
. 

 .וההצעה המתאימה לגרף היא הצעה ג ,x -בשל כך המשיקים לגרף בשני קצותיו הם ישרים מאונכים לציר ה

 

 :מתקיים. נגזור שניתכדי לפסול קיום של נקודות פיתול 

2 2 2

4
''

4 (4 ) 4

x
y

x x x


  

      
    

 

 .הפונקציה קעורה כלפי מטה בכל תחום הגדרתהומכאן ש, יה שלילית בתחום ההגדרהיהנגזרת השנ: כלומר

 

 הערה

ובדיקת גבולות  ,בדיקת הנגזרת השנייה, שתי הבדיקות שעשינו

אינן  ,הנגזרת הראשונה של הפונקציה בקצות תחום ההגדרה

 :מחליפות זו את זו

אך , לפסול את הצעה א ,אמנם ,הנגזרת השנייה תוכל בדיקת

צדדי -מגלה לנו מהו שיפוע המשיק החדלא יה ינגזרת השנה

  .בנקודות הקצה

אינה  ,בקצות תחום ההגדרה הנגזרת הראשונהגבולות בחינת 

שהפונקציה שהרי ייתכן . מספיקה לשלילת קיומן של נקודות פיתול

 .20כמו באיור נראית 

 

 

זו בראשית הצירים חצי מעגל שמרכ, למעשה, חשוב לציין כי הפונקציה בה טיפלנו היא

422: הקשר המתאר את המעגל השלם הוא הפונקציה הסתומה. 2ורדיוסו   yx .

422 שמשוואתוכי התכונות המוכרות לנו עבור חצי המעגל , נשים לב  yx  תואמות

 .את המידע שאספנו

גרף הפונקציה 
24 xy   21מוצג באיור. 

 
 21איור 

 21איור 

x 

y 
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 ?ן נוכל להרחיב את החקירהלא

וגם  ,מאפשרת לגלות תכונות משותפות של הפונקציות הנחקרותחקירה מתפתחת של פונקציות קרובות זו לזו 

מציג אפשרויות  22איור . ידי שינויים קטנים בתבנית הפונקציה-לשים לב להבדלים בין הגרפים הנגרמים על

 .הינקציה ממעלה שניל פונקציית שורש מורכבת על פולחקירה מתפתחת ש

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

24כיוון חקירה נוסף שיכול להתפתח מחקירת הפונקציה  xy   הוא שילוב שלה עם פונקציות נוספות

 .בפונקציית מנה או מכפלה

 

2חקירת הפונקציה 
2y x x   

מצאנו שתחום הפונקציה הוא . א ללא שימוש בנגזרתהוצגו תכונות של הפונקציה אותן ניתן למצו 1בפעילות 

x2  1x, שנקודות החיתוך שלה עם ציר ה- x הן  02, ו-  01,, חיובית בכל נקודה אחרת ושהיא. 

 .ש בנגזרתנרחיב כעת את החקירה תוך שימו

22

12

2 




xx

x
'y 

 .נקודת האפס היחידה של הנגזרת היא מחוץ לתחום הפונקציה

 .הנגזרת שלילית 1xובתחום  ,הנגזרת חיובית x2ניתן לראות שבתחום 

 .1xויורדת בתחום  x2הפונקציה עולה בתחום 

 ב

 הפונקציה חקירת 
2 1y x  

 
 
 

 א

 הפונקציה חקירת 
2 4y x  

 
 
 

 22יור א

24 xy  

 הפונקציה חקירת 
 
 
 
 

 האם בכל 
מקרה שתחום 

ההגדרה הוא קטע 
גרף הפונקציה 

המורכבת הוא חצי 
 ?מעגל
 
 
 
 

הביאו דוגמה שבה 
 גרף הפונקציה 

הוא מעגל שמרכזו 
  .אינו בראשית

 
 
 
 

חקירת 
פונקציות 
שורש 

מורכבות עם 
 תחום הגדרה

 מפוצל
 
 
 
 

חקירת 
ציות פונק

שורש 
מורכבות 

מוגדרות לכל ה

x 

 
 
 
מצאו משפחה של פונקציות  

שהגרף שלהן הוא מעגל 
  .שמרכזו בראשית

 
 
 
 

 שאלות נוספות

 ג

 המשפחהחקירת 

22 xay   
 ד

 הפונקציה חקירת 
2 2 5y x x    

 
 
 

 ה

 הפונקציה חקירת 
29 9y x   
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ה יכדי לבדוק עלי. אם בונים טבלת ערכים לחקירת הפונקציה נוח יותר להציב ערכים בפונקציה מאשר בנגזרת

 .וירידה נציב שתי נקודות בכל תחום חלקי

 

 

 

 

 

ושהנקודות  ,1xויורדת בתחום  x2גם מהטבלה נוכל להסיק שהפונקציה עולה בתחום  02,   ו-  01,  הן

 .נקודות מינימום מוחלט של הפונקציה

 

 פונקצית מכפלה עם שורש: 8 פעילות

 הנתבונן בפונקצי  24 xxxf   

שתחום ההגדרה של הפונקציה עוד לפני השימוש בנגזרת נוכל להסיק   24 xxxf   זהה לתחום ההגדרה

yפונקציה של ה x   .לשתי הפונקציות אותן נקודות חיתוך עם הציריםו 24

 :אבני דרך בחקירת הפונקציה

22 :תחום הפונקציה  x .שליליים-זהו התחום בו המספרים בשורש אי. 

 :נקודות חיתוך עם הצירים 02, , 0,0 , 0,2. 

 אסימפטוטות

 .ומכאן שאין לה אסימפטוטות אנכיות ,גובלות בתחום ההגדרהההגדרה -לפונקציה אין נקודות אי

 .- -וב  -תחום הפונקציה הוא קטע סגור ולכן אין לפונקציה אסימפטוטות ב

 

 ה וירידהיותחומי עלי נקודות פיתול, נקודות קיצון

 

  
2

2

4

)2(2
)(

x

x
xf




   

 .2x ן ת אפס שבהונקודשתי לנגזרת 

פונקציה נקודת גרף הבדיקה מגלה של

פנימית  מינימום 2,2  ונקודת מקסימום

 פנימית 2,2 . גם נקודות הקצה הן נקודות

בהתאם נקבעים תחומי העלייה . קיצון

  .והירידה

 

 
 


22

3

4)4(

212
)(

xx

xx
xf




  

          

 

 נקודת האפס היחידה של הנגזרת השנייה 

x  -היא בהשנייה  0 . 

 נקודת פיתוללפונקציה  0,0.  

 .23גרף הפונקציה מוצג באיור 

3  2   1  2  x  

2  0   0  2  
2

2y x x    

      

 4 טבלה

 23איור 
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 !!!שורש לפניך –זהירות  :9פעילות 

 

 .טעויות שיכולות לקרות כתוצאה מעבודה לא נכונה עם שורש ריבועילנועדה למקד את תשומת הלב  9פעילות 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

חקר את הפונקציה  נועם. 1  24 xxxf . 

 :רשם ואכדי לחסוך את העבודה הכרוכה בגזירת מכפלה של פונקציות ה

 

   f x x x x x x x     2 2 2 2 4
4 4 4 

 :גזר את הפונקציהו

  

  
 

 
 22

2

42

3

22

24

42

48

xx

xx

xx

xx
x'f









 

21    :של הנגזרת הןהסיק שנקודות האפס נועם  x ,02 x ,23 x. 

 .23המשך חקירת הפונקציה הוביל אותו לסקיצה שבאיור 

גרף הפונקציה בין קיבל ל נועםהסבירו את ההבדל בין הסקיצה ש  24 xxxf  

 .23המוצג באיור 

 

 24איור 

 

2חקר את הפונקציה  דן. 2 xxy. 

כדי למצוא את נקודות החיתוך של  הפונקציה עם 

 :הוא פתר משוואה x -ציר ה

20  xx 

xx 2 

   22
2 xx  

xxx  244 

0452  xx 

11, וואה ריבועית וקיבל שני פתרונותדן פתר מש x ,42 x . הוא סרטט את גרף

 (.23איור ) 4xכאשר  x -הפונקציה וראה שהגרף אינו חותך את ציר ה

תכן שגרף הפונקציה לא עובר בנקודה יכיצד י -אם הפתרון נכון  04,? 

 ?היכן הטעות -אם הפתרון אינו נכון 

 25איור 
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 תשובות 

הצעתו של נועם לחקור את הפונקציה . 1  424 xxxg  במקום את הפונקציה   24 xxxf  ( או בשפה

 gבעוד שהפונקציה . הפונקציות אינן זהות. אינה יכולה להיות נכונה"( מתחת לשורש xלהכניס את "מדוברת 

 fזוגית והפונקציה  gהפונקציה . מקבלת גם ערכים שליליים fהפונקציה , שליליים בלבד-מקבלת ערכים אי

 .זוגית-אי

xx מהגדרת השורש הריבועי נובע כי 2 ,או במילים אחרות 

 

 

 

 : מתקיים 0xכאשר 

     2 2 2 2 2 44 4 4f x x x x x x x      

 :מתקיים 0xואילו כאשר 

      422222 444 xxxxxxxf  

 

 :באופן מפוצל fנוכל לרשום את , בהתאם

 

 

 

 

 

 .0xרק כאשר  gפונקציה זו שווה לפונקציה 

הכנסת ביטויים לתוך השורש רק כאשר התלמידים יודעים להימנע מטעויות  ידי-עלמומלץ לפשט פונקציות 

 .שיכולות להתרחש בעת הפישוט

 













x

x

x 2

 0x אם

 

 0x אם

 
















42

42

4

4

xx

xx

xf

 0x אם

 

 0x אם

2ניר חקר את הפונקציה . 3 xy.  

כדי למצוא את נקודות החיתוך של הפונקציה עם ציר 

 :הוא פתר משוואה x -ה

20  x 

40  x 

4x 

היא  x -ציר הוהסיק שנקודת החיתוך עם  04,. 

הנקודה  04, ציר  היא אכן נקודת החיתוך היחידה של הפונקציה עם

 ?  כיצד תשכנעו את ניר שהפתרון שלו שגוי. x -ה

 26איור 
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שניהם פתרונות של המשוואה  שני הפתרונות שדן קיבל. 2   
22

2 x x  , המשוואה שדן קיבל אחרי שהעלה

הוא גם פתרון של המשוואה  1xהפתרון , רק אחד הפתרונות. בריבוע את שני אגפי המשוואה המקורית

 . ה בלבדהוא פתרון של המשוואה החדש, 4x, הפתרון השני. המקורית

 ?(פתרון זר)כיצד קיבלנו פתרון שאיננו פתרון של המשוואה המקורית 

baהשוויונות     22 -ו ba   ba. אינם שוויונות שקולים   22 ba  ,אך לא להיפך. 

  .שוויםאם שני מספרים הם שווים ברור שגם ריבועיהם 

 .לא נוכל להסיק שגם המספרים שווים ,אם הריבועים של שני מספרים הם שווים, מצד שני 22 33   למרות

33ש  . 

 ?מדוע בכל זאת נוקטים בשיטה של העלאת שני האגפים של משוואה בריבוע

 ba -העובדה ש  22 ba  של משוואה מהצורה  פתרון כלמבטיחה ש   xBxA  בין הפתרונות יופיע 

של המשוואה      22
xBxA  . 

שאינם  זריםפתרונות לנפות השיטה של העלאת שני האגפים של משוואה בריבוע היא נכונה כל עוד דואגים 

 .מקיימים את המשוואה המקורית

וניפוי , הצבתם במשוואה ידי-עלשל משוואה בריבוע מחייבת בדיקת כל הפתרונות העלאת שני האגפים 

 .הפתרונות הזרים

יחד עם זאת יש תלמידים שמתקשים להשתכנע שפעולה . ברור כי ההעלאה של אגף ימין בריבוע איננה נכונה. 3

ולים לנסות את השיטה במקרה הנוכחי תלמידים יכ. שמובילה אותם לתוצאה נכונה היא בכל זאת פעולה שגויה

לתלמידים אלה אפשר להציע לבדוק את שיטתם עם פונקציות . לקבל תוצאה נכונהשוב עם מספרים אחרים ו

2למשל , שיש להן יותר מחוברים xxy 

2חקירת הפונקציה  :10פעילות 
2y x x   

22הוצגו תכונות של הפונקציה  1בפעילות   xxy מצאנו שתחום. אותן ניתן למצוא ללא שימוש בנגזרת 

2הפונקציה הוא  x  1x  , שנקודות החיתוך שלה עם ציר ה- x הן  02, ו-  01,, חיובית בכל  ושהיא

 .יב כעת את החקירה תוך שימוש בנגזרתנרח .נקודה אחרת

22

12

2 




xx

x
'y 

 הפתרון היחיד של המשוואה
2

2 1
0

2 2

x

x x




 
 לפונקציה אין נקודות קיצון . היא מחוץ לתחום הפונקציה 

 .הנגזרת שלילית 1xובתחום  ,הנגזרת חיובית x2ניתן לראות שבתחום 

 .1xויורדת בתחום  x2הפונקציה עולה בתחום 

יה יכדי לבדוק על. נוח יותר להציב ערכים בפונקציה מאשר בנגזרת ,אם בונים טבלת ערכים לחקירת הפונקציה

 .וירידה נציב שתי נקודות בכל תחום חלקי

 

 

 

 

3  2   1  2  x  

2  0   0  2  
2

2y x x    

      

 5 טבלה
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הנקודות וש ,1xויורדת בתחום  x2גם מהטבלה נוכל להסיק שהפונקציה עולה בתחום  02,   ו-  01,  הן

 .נקודות מינימום מוחלט של הפונקציה

 

 הפונקציה :11פעילות 
1x

y
x


. 

 אבני דרך בחקירת הפונקציה

 .שליליים והמכנה אינו אפס-המספרים בשורש אי זהו התחום בו. 0x :תחום הפונקציה

 לגרף הפונקציה אין נקודות חיתוך עם הצירים

 .y -ולכן אין לפונקציה נקודת חיתוך עם ציר ה ,0xהתחום אינו כולל את 

 .x -ולכן אין לפונקציה נקודות חיתוך עם ציר ה ,המונה לא יכול להתאפס

 אסימפטוטות

 -נוכל לרשום את הפונקציה כ
x

x
x

x
y

11



. 

 xשואף לאפס וגם כאשר  xורת כתיבה זו מבליטה את העובדה שערכי הפונקציה שואפים לאינסוף גם כאשר צ

 . שואף לאינסוף

 xכיוון שכאשר . ואין לה אסימפטוטה אופקית, y -לכן נוכל להסיק שיש לפונקציה אסימפטוטה אנכית שהיא ציר ה

 .ימפטוטה משופעתלפונקציה אין אס, שיפוע המשיק שואף לאפס שואף לאינסוף

 

 ה וירידהינקודות קיצון ותחומי עלי

 

xx

x
y

2

1
'


     1 לנגזרת נקודת אפס שבהx.  בדיקה באמצעות

מגלה שלפונקציה נקודת מינימום  טבלת ערכים

ויורדת בתחום  1xושהיא עולה בתחום  ,)2,1(

10  x. 

 

 

 

xx

x
y

24

)3(
''


  

  

 

בדיקה  .3x לנגזרת השנייה נקודת אפס שבה

ת או בעזרת הנגזר באמצעות טבלת ערכים

 )2,3(מגלה שלפונקציה נקודת פיתול  ,השלישית

וקעורה  ,3xושהיא קעורה כלפי מטה בתחום 

30ה בתחום עלכלפי מ  x. 

 

 .23גרף הפונקציה מוצג באיור 

 

 27איור 



331 

______________________________________________________________________________________________ 
 הטכניון -דידקטי למורה -ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                           כוללות שורש ריבועיהפונקציות חקירת 

 הערות

 

גם . כשמסתכלים בגרף נראה כי נקודת המינימום נמצאת משמאל למקומה האמיתי. העין לעתים מתעתעת .1

  .לראות בעין דואת מקומה של נקודת הפיתול קשה מא

 

 חקרנו את הפונקציה 323בעמוד  . 2 
x

xxf
1

 , 28שהגרף שלה מוצג באיור.  

 הפונקציה
x

xy
1

  היא הרכבה של הפונקציהf  על פונקציית השורש

 :מעניין לשים לב לדמיון ולשוני בין שני הגרפים. הריבועי

  קבוצת הערכים של הפונקציה
x

xy
1

  זהה לקבוצת הערכים המתאימים

 הפונקציה לענף החיובי של גרף 
x

xxf
1

, מדוע? 

 מדוע יש לשתי הפונקציות אותה נקודת מינימום?  

 

 

  מרכזיות בפרקנקודות 

 לפעמים ניתן להשיג מידע רב על הפונקציה גם ללא שימוש בנגזרת. 

  יכולות להיות אסימפטוטות שונות באינסוף ובמינוס אינסוףבפונקציות עם שורש ריבועי. 

 תחום ההגדרה לשים לב לנקודות קיצון בקצות חשוב. 

 נקודות אלה הן נקודות . בהן הביטוי שבתוך השורש מתאפס, הגדרה של הנגזרת-לשים לב לנקודות אי חשוב

 . הגדרה של הפונקציה-שאינן נקודות אי הגדרה של הנגזרת-אי

 הצבת ערכים בתבנית הפונקציה פשוטה בהרבה מהצבה ערכים בנגזרת. 

 מחייבות משנה זהירות ,ת שמעורבים בהן שורשיםובפרט פתרון משוואו, פעולות עם שורשים.  

 28איור 


