
ìàøùé úðéãî ∫‰ÈÁ·‰ ‚ÂÒÌÈÈ„ÂÒÈ–ÏÚ ¯ÙÒ È˙·Ï ˙Â¯‚·

êåðéçä ãøùî∫‰ÈÁ·‰ „ÚÂÓ≤∞∞≥ ¨‚¢Ò˘˙ ıÈ˜

∫ÔÂÏ‡˘‰ ¯ÙÒÓ∞≥µ≤∞¥

   ∫ÁÙÒ≥–Ï ˙Â‡ÁÒÂ ÈÙ„ „ÂÓÈÏ ˙Â„ÈÁÈ

ä ÷ é è î ú î

„ÂÓÈÏ ˙Â„ÈÁÈ ≤

„ÂÓÈÏ ˙Â„ÈÁÈ ≥–Ï ‰ÓÏ˘‰

ïçáðì  úåàøåä

Æ‡‰ÈÁ·‰ Í˘ÓÆ˙ÂÚ˘ ˘ÂÏ˘  ∫

Æ·‰Î¯Ú‰‰ Á˙ÙÓÂ ÔÂÏ‡˘‰ ‰·ÓÆÌÈ˜¯Ù ‰˘ÂÏ˘ ‰Ê ÔÂÏ‡˘·  ∫

È˘ ˜¯Ù— ¥µ˙Â„Â˜

  È˘ÈÏ˘ ˜¯Ù—≤©× ®≤∞—˙Â„Â˜   ¥∞

ÈÚÈ·¯ ˜¯Ù—±©×®±µ—˙Â„Â˜   ±µ

       Î¢‰Ò —±∞∞˙Â„Â˜

Æ‚˘ÂÓÈ˘· ¯˙ÂÓ ¯ÊÚ ¯ÓÂÁ∫

Æ±Æ˙ÂÎ˙Ï Ô˙È‰ ÔÂ·˘ÁÓ· ˙ÂÎ˙‰ ˙ÂÈÂ¯˘Ù‡· ˘Ó˙˘‰Ï ÔÈ‡ ÆÈÙ¯‚ ‡Ï ÔÂ·˘ÁÓ

Æ‰ÈÁ·‰ ˙ÏÈÒÙÏ ÌÂ¯‚Ï ÏÂÏÚ ÔÂ·˘ÁÓ· ˙ÂÎ˙‰ ˙ÂÈÂ¯˘Ù‡· Â‡ ÈÙ¯‚ ÔÂ·˘ÁÓ· ˘ÂÓÈ˘

Æ≤Æ®ÌÈÙ¯ÂˆÓ© ˙Â‡ÁÒÂ ÈÙ„

Æ„˙Â„ÁÂÈÓ ˙Â‡¯Â‰∫

Æ±Æ„·Ï· ‰¯ÙÒÓ ˙‡ ÔÓÒ ª‰Ï‡˘‰ ˙‡ ˜È˙Ú˙ Ï‡

Æ≤  ¨ÔÂ¯˙Ù‰ È·Ï˘ ˙‡ ˙¯·ÁÓ· ÌÂ˘¯ Æ˘„Á „ÂÓÚ· ‰Ï‡˘ ÏÎ ÏÁ˙‰Ì‚¯˘‡Î 

ÆÔÂ·˘ÁÓ ˙¯ÊÚ· ÌÈÚˆ·˙Ó ÌÈ·Â˘ÈÁ‰

 ˙‡ ¯·Ò‰ÏÎÆ˙¯„ÂÒÓÂ ‰¯Â¯· ‰¯Âˆ·Â ËÂ¯ÈÙ· ¨ÌÈ·Â˘ÈÁ ÏÏÂÎ ¨ÍÈ˙ÂÏÂÚÙ 

Æ‰ÈÁ·‰ ˙ÏÈÒÙÏ Â‡ ÔÂÈˆ· ‰ÚÈ‚ÙÏ ÌÂ¯‚Ï ÏÂÏÚ ËÂ¯ÈÙ ¯ÒÂÁ

Æ≥ÆÌÈÁÈ‚˘Ó‰Ó ˙Ï·È˜˘ ÌÈÙ„· Â‡ ‰ÈÁ·‰ ˙¯·ÁÓ· ˘Ó˙˘‰Ï ˘È ‰ËÂÈËÎ

Æ‰ÈÁ·‰ ˙ÏÈÒÙÏ ÌÂ¯‚Ï ÏÂÏÚ ˙¯Á‡ ‰ËÂÈË· ˘ÂÓÈ˘

®ãçàë íéðçáðìå úåðçáðì úåðååëîå øëæ ïåùìá úåçñåðî äæ ïåìàùá úåéçðää

¡ ä ç ì ö ä á
ØÛ„Ï ¯·ÚÓ Í˘Ó‰Ø



B

A(4 , 3)

D

C

4
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ú å ì à ù ä

 éðù ÷øô ©45®˙Â„Â˜ 

 –· ‰ÎÊÓ ‰Ï‡˘Ï ‰‡ÏÓ ‰·Â˘˙ Æ˙ÂÏ‡˘ Ú·˘ ‰Ê ˜¯Ù·1
4

11‡ÏÓ ÔÙÂ‡· ¨˙ÂÚÏ ÍÏ ¯˙ÂÓ  Æ˙Â„Â˜ 

  ÏÚ ‰ÏÚÈ ‡Ï ‰Ê ˜¯Ù· ¯Â·ˆÏ ÏÎÂ˙˘ ˙Â„Â˜‰ ÍÒ Í‡ ¨ÍÂˆ¯Î ˙ÂÏ‡˘ ¯ÙÒÓ ÏÚ ¨È˜ÏÁ Â‡45Æ

‰¯·‚Ï‡

Æ∑    ∫‰‡ÂÂ˘Ó‰ ˙‡ ¯Â˙Ù
2 5 10

2
1

2
5

2
( )x

x x x
  

  
  

  
  

  
−
+ − − = +

Æ∏   ˘ÏÂ˘Ó·ABC  ÚÏˆ‰ ˙‡ÂÂ˘Ó  BC   ‡È‰   y x  2=¨  

  „Â˜„˜‰ Ï˘ ÌÈ¯ÂÚÈ˘‰ÂA  Ì‰  ( , )4 3  Æ 

AD  ÚÏˆÏ ‰·Â‚ ‡Â‰  BCÆ®¯ÂÈˆ ‰‡¯©  

Æ‡  ‰·Â‚‰ ˙‡ÂÂ˘Ó ˙‡ ‡ˆÓADÆ 

Æ·  ‰„Â˜‰ È¯ÂÚÈ˘ ˙‡ ‡ˆÓDÆ 

Æ‚  ÚÏˆ‰ Í¯Â‡ ÈÎ ÔÂ˙BC  ‡Â‰ 4Æ˙Â„ÈÁÈ 

  ˘ÏÂ˘Ó‰ ÁË˘ ˙‡ ·˘ÁABCÆ 

ÈÏ¯‚ËÈ‡Â ÈÏ‡Èˆ¯ÙÈ„ ÔÂ·˘Á

Æπ   ∫‰Èˆ˜ÂÙ‰ ‰Â˙ ( )x y x
x

             x     3
≠ = − +0 4 Æ

  ‰·˘ ‰„Â˜· ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚Ï ˜È˘Ó‰ ¯˘È ÌÈ¯È·ÚÓx  = 2Æ 

Æ‡Æ˜È˘Ó‰ ÚÂÙÈ˘ ˙‡ ‡ˆÓ

Æ·Æ˜È˘Ó‰ ˙‡ÂÂ˘Ó ˙‡ ‡ˆÓ

Ø≥ „ÂÓÚ· Í˘Ó‰Ø
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Æ±∞È„È ÏÚ Ï·‚ÂÓ‰ ÁË˘‰ ˙‡ ·˘Á

   ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚y x  x(    )2= − 1

 –‰ ¯Èˆ È„È ÏÚÂxÆ®¯ÂÈˆ· Â˜ÂÂ˜Ó‰ ÁË˘‰©  

Æ±±  ÌÙ˜È‰˘ ÌÈ·ÏÓ‰ ÏÎ ÔÈ·Ó20¨®¯ÂÈˆ ‰‡¯© Ó¢Ò 

ÆÈÏÓÈÒ˜Ó ÂÁË˘˘ Ô·ÏÓ‰ ˙ÂÚÏˆ ˙‡ ‡ˆÓ

·Á¯Ó· ‰È¯ËÓÂÂ‚È¯Ë

Æ±≤ ‰·È˙ ‰Â˙ 'D'C'B'ABCDAÆ®¯ÂÈˆ ‰‡¯© Ô·ÏÓ ‰ÒÈÒ·˘ ¨ 

  ¨‰·È˙‰ ‰·Â‚ Ï˘ Í¯Â‡‰ 'CC  ‡Â‰ ¨ 12ÆÓ¢Ò 

Æ‡ Í¯Â‡ 'DC ‰‡Ù‰ ÔÂÒÎÏ‡ ¨   'D'C DC ‡Â‰ ¨ 16ÆÓ¢Ò 

  ÚÂˆ˜Ó‰ Í¯Â‡ ˙‡ ·˘ÁDCÆ 

Æ·  ÔÈ·˘ ˙ÈÂÂÊ‰'AD  ‰‡Ù‰ ÔÂÒÎÏ‡ ¨ 'A'D AD¨ 

  ÒÈÒ·‰ ÔÈ·ÂABCD ˙· ‡È‰   40oÆ 

   ÚÂˆ˜Ó‰ Í¯Â‡ ˙‡ ‡ˆÓADÆ 

‰˜ÈËÒÈËËÒ

Æ±≥  Æ¯Î˘ ˙Â‚¯„ È˙˘ ˘È ÏÚÙÓ·25¨‰ÎÂÓ‰ ‰‚¯„‰ ÈÙÏ ¯Î˘ ÌÈÏ·˜Ó  ÌÈÏÚÂÙ 

 –Â75Æ‰‰Â·‚‰ ‰‚¯„‰ ÈÙÏ ¯Î˘ ÌÈÏ·˜Ó  ÌÈÏÚÂÙ 

 –·  ÏÂ„‚ ‰‰Â·‚‰ ‰‚¯„‰ ÈÙÏ ¯Î˘‰10Æ‰ÎÂÓ‰ ‰‚¯„‰ ÈÙÏ ¯Î˘‰ ÔÓ  ‰Ú˘Ï ÌÈÏ˜˘ 

  ‡Â‰ ÏÚÙÓ· ÚˆÂÓÓ‰ ¯Î˘‰35Æ‰Ú˘Ï Ï˜˘ 

Æ˙Â‚¯„‰ È˙˘Ó ˙Á‡ ÏÎ· ‰Ú˘Ï ¯Î˘‰ ˙‡ ‡ˆÓ
Ø¥ „ÂÓÚ· Í˘Ó‰Ø

A'

B' C'

D'

A

B C

D

'

x

y

x
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éùéìù ÷øô  ©40®˙Â„Â˜ 

 ÏÚ ˙ÂÚÏ ˘ÈÂ ¨˙ÂÏ‡˘ Ú·¯‡ ‰Ê ˜¯Ù·ÌÈÈ˙˘ — ‰Ï‡˘ ÏÎÏ© Ô‰Ó 20Æ®˙Â„Â˜ 

ÆÔ‰ÈÏÚ ˙ÈÚ˘ ˙ÂÂ˘‡¯‰ ˙ÂÏ‡˘‰ È˙˘ ˜¯ Â˜„·ÈÈ ¨˙ÂÏ‡˘ È˙˘Ó ¯˙ÂÈ ÏÚ ‰Ú˙ Ì‡

˙Â¯·˙Ò‰

Æ±¥  ÌÈ·˘ÂÈ ¯„Á·x ∫ÌÈ˘‡  2ÆÌÈ¯·‚ ¯‡˘‰Â  ÌÈ˘ 

˙‡ˆÂÈ ‡È‰ — ‰˘È‡ ˙¯Á· Ì‡ Æ„Á‡ Ì„‡ È‡¯˜‡· ÌÈ¯ÁÂ· ¯„Á·˘ ÌÈ˘‡‰ ÔÈ·Ó

Æ˙ÙÒÂ ÌÚÙ ‰¯ÈÁ·‰ ÏÚ ÌÈ¯ÊÂÁ Æ¯„Á· ¯‡˘ ‡Â‰ — ¯·‚ ¯Á· Ì‡Â ¨¯„Á‰Ó

Æ‡  ˙‡ ·˘ÁxÌÚÙ· Ì‚Â ‰Â˘‡¯‰ ÌÚÙ· Ì‚ ‰˘È‡ ¯Á·È˙˘ ˙Â¯·˙Ò‰‰ ÈÎ ÚÂ„È Ì‡ ¨ 

 –Ï ‰ÂÂ˘ ‰ÈÈ˘‰0 1.Æ

Æ·ø‰ÈÈ˘‰ ÌÚÙ· Ì‚Â ‰Â˘‡¯‰ ÌÚÙ· Ì‚ ¯·‚ ¯Á·ÈÈ˘ ˙Â¯·˙Ò‰‰ È‰Ó

‰¯·‚Ï‡

Æ±µ∫ÌÈˆÂÏÈ‡‰ ÌÈÂ˙x  ≤ 10

y  ≤ 15

x y    + ≤ 20

3 3x y  2   6+ ≥

Æ‡Æ‰ÈÚ·‰ Ï˘ È¯˘Ù‡‰ ÌÂÁ˙‰ ˙‡ ËË¯Ò

Æ·  ‰¯ËÓ‰ ˙ÈÈˆ˜ÂÙ ˙Ï·˜Ó˘ ÈÏÓÈÈÓ‰ Í¯Ú‰ ˙‡ ‡ˆÓf x y x y( , )      = +4 3

ÆÈ¯˘Ù‡‰ ÌÂÁ˙·

Øµ „ÂÓÚ· Í˘Ó‰Ø



x

y

B

A
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ÈÏ¯‚ËÈ‡Â ÈÏ‡Èˆ¯ÙÈ„ ÔÂ·˘Á

Æ±∂    ∫‰Èˆ˜ÂÙ‰ ‰Â˙y x     = +2 16Æ  

  ‰„Â˜· ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚Ï ˜È˘Ó‰ ¯˘È Â¯È·Ú‰A

  ‰·˘x  = 2Æ®¯ÂÈˆ ‰‡¯©  

Æ‡Æ˜È˘Ó‰ ˙‡ÂÂ˘Ó ˙‡ ‡ˆÓ

Æ· –‰ ¯Èˆ ˙‡ Í˙ÂÁ ˜È˘Ó‰x ‰„Â˜·  BÆ 

  ‰„Â˜‰ È¯ÂÚÈ˘ ˙‡ ‡ˆÓBÆ 

Æ‚  ‰„Â˜ÓB –‰ ¯ÈˆÏ Í‡ ÂÏÚ‰  xÆ 

¨‰Èˆ˜ÂÙ‰ Û¯‚ È„È ÏÚ Ï·‚ÂÓ‰ ÁË˘‰ ˙‡ ·˘Á

  ˜È˘Ó‰ È„È ÏÚAB  ‰„Â˜Ó Í‡‰ È„È ÏÚÂ  BÆ®¯ÂÈˆ· Â˜ÂÂ˜Ó‰ ÁË˘‰©  

Æ±∑    ∫‰Èˆ˜ÂÙ‰ ‰Â˙f x x x( )       = + −3 2 3Æ 

Æ‡ÆÔÂˆÈ˜ ˙Â„Â˜ ÔÈ‡ ‰Èˆ˜ÂÙÏ˘ ‰‡¯‰

Æ·  ˙‡ ·˘Áf( )1  ˙‡Â  f( )0Æ 

Æ‚Æ˙È·ÂÈÁ ‰Èˆ˜ÂÙ‰ Â·˘ ÌÂÁ˙‰ ˙‡ ÌÂ˘¯Â  · –Â ‡ ÌÈÙÈÚÒ· ¯ÊÚÈ‰

Ø∂ „ÂÓÚ· Í˘Ó‰Ø
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éòéáø ÷øô  ©15®˙Â„Â˜ 

 ÏÚ ‰Ú Æ˙ÂÏ‡˘ È˙˘ ‰Ê ˜¯Ù·˙Á‡ÆÔ‰Ó 

Æ‰ÈÏÚ ˙ÈÚ˘ ‰Â˘‡¯‰ ‰Ï‡˘‰ ˜¯ ˜„·È˙ ¨˙Á‡ ‰Ï‡˘Ó ¯˙ÂÈ ÏÚ ‰Ú˙ Ì‡

Æ±∏  ˙Â„Â˜‰ Í¯„A( , )0 1  0  –Â   B( , )5 0    ¯˘È Â¯È·Ú‰  ABÆ®¯ÂÈˆ ‰‡¯©  

Æ‡  ¯˘È‰ ˙‡ÂÂ˘Ó ˙‡ ‡ˆÓABÆ 

Æ·D ¯˘È‰ ÏÚ ‰„Â˜  ABÆÔÂ˘‡¯‰ ÚÈ·¯· 

  ‰„Â˜‰ Í¯„D –‰ ¯ÈˆÏ ÏÈ·˜Ó‰ ¯˘È Â¯È·Ú‰  x

 –‰ ¯Èˆ ˙‡ Í˙ÂÁÂy  ‰„Â˜·  CÆ®¯ÂÈˆ ‰‡¯©  

  ∫ÔÂ˙CD a  =Æ 

 ®±©  ˙ÂÚˆÓ‡· Ú·‰a –‰ ¯ÂÚÈ˘ ˙‡  y  ‰„Â˜‰ Ï˘  DÆ 

®≤©  ÊÙ¯Ë‰ ÁË˘CDBO  ‡Â‰  16©  OÆ®ÌÈ¯Èˆ‰ ˙È˘‡¯ — 

  ˙‡ ‡ˆÓaÆ 

Æ±π   ∫Ì‰ ‰È¯·È‡˘ ‰ÏÂÚ ˙ÈÂ·˘Á ‰¯„Ò ‰Â˙a a a1 2 3         , , ...Æ  

  ‡Â‰ ‰¯„Ò‰ ˘¯Ù‰dÆ 

     ∫ÔÂ˙a2 8  =Æ  

Æ‡  ˙‡ Ú·‰a3  ˙‡Â  a1  ˙ÂÚˆÓ‡·   dÆ 

Æ·  Ì‰ ˙Â„Â˜ È˙˘ Ï˘ ÌÈ¯ÂÚÈ˘‰ ÈÎ ÔÂ˙( , )0 1   a –Â  ( , )8 0  Æ 

  ‡Â‰ ˙Â„Â˜‰ È˙˘ ÔÈ· ˜Á¯Ó‰a3©   Æ a1 –Â  a3®Æ‰Â˙‰ ‰¯„Ò‰ È¯·È‡ Ì‰  

    ˙‡ ‡ˆÓdÆ 

¡ ä ç ì ö ä á
Ï‡¯˘È ˙È„ÓÏ ‰¯ÂÓ˘ ÌÈ¯ˆÂÈ‰ ˙ÂÎÊ

ÍÂÈÁ‰ „¯˘Ó ˙Â˘¯· ‡Ï‡ ÌÒ¯ÙÏ Â‡ ˜È˙Ú‰Ï ÔÈ‡

BO

C D

x

y

A


