
 



 אוסף בעיות מתמטיות 
  עם רמזים ופתרונות

  

  

  

  

         מאת

  רמי קילפטריק ' וגפּוֹליה 'ורג'ג
  
 

 
  
  
  
  

  :מאנגלית
הדר-נצה מובשוביץ



 

  אוסף בעיות מתמטיות עם רמזים ופתרונות
  מאת

  רמי קילפטריק  ' וגפּוֹליה 'ורג'ג
 שאל האורח את –" ?כמה ילדים יש לך ובני כמה הם"

  .המורה למתמטיקה
מכפלת הגילים  "– ענה המורה –" יש לי שלושה בנים" 

 וסכום הגילים הוא כמספר הבית בו אנו 72שלהם היא 
  ".גרים

חזר , האורח הלך להביט בשלט המואר שבכניסה לבית
 אמר לו –" נכון". "אי אפשר לפתור את הבעיה:  "ואמר

אבל  אני מקווה  שכשבני הבכור ישרת  "-המורה 
  ". יהיה שלום–בצבא 

  . יש לנמק את התשובה–? בני כמה הבנים

המבחנים התחרותיים במתמטיקה לתלמידי בתי הספר התיכוניים 
בקליפורניה התקיימו מדי שנה בשנה שמטעם אוניברסיטת סטנפורד 

 ספרון זה מציג לראשונה את עשרים קבצי הבעיות .1965 עד 1946מ
הן , תגראופי מא בעלות –הבעיות . יחד עם רמזים ופתרונות לכולן

הן תוכננו .  בספרי הלימודדוגמתן שרק לעיתים נדירות מוצאים כאלו
אלא גם , לא רק כדי לבחון את מידת המקוריות בחשיבה של המתחרים
  .כדי להעשיר את העשייה המתמטית של תלמידים ומוריהם

היה מתמטיקאי ממוצא הונגרי  1887-1985 פּוֹליה 'ורג'גפרופסור 
אוניברסיטת ב עשה ב"את רוב שנותיו בארה. 1940-ב ב"שהיגר לארה

 .  בחסד עליוןמתמטיקאי בעל שם בינלאומי ומורההיה הוא , סטנפורד
על  פּוֹליה השפיע ,הוראה והספרים המיוחדים שכתבבאמצעות ה

התחיל את , רמי קילפטריק'ג, אחד מהם. שלושה דורות של סטודנטים
עבר , באוניברסיטת קולומביהכחוקר בחינוך מתמטי דרכו 

. יה'ורג'גכיום הוא פרופסור באוניברסיטה של  וסטנפורד אוניברסיטת ל
 .ים על דרכים לפתרון בעיות בהשראת מורו ורבו ניהל סמינרהוא
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  מבוא
ניהלה המחלקה , 1965-  ל1946בין השנים , במשך עשרים שנה

תחרות  לתלמידים -מטיקה באוניברסיטת סטנפורד מבחןלמת
המטרה המיידית . בשנה האחרונה ללימודיהם התיכוניים

, בקרב בוגרי כל שנה, תה לזהותיוהמרכזית של המבחן הי
למידים בעלי יכולת מובהקת ולמשוך אותם ללימודים ת

ן ייהרחבה יותר הייתה לעורר ענהמטרה . בסטנפורד
  .וגם בציבור הרחב, במתמטיקה בקרב תלמידי תיכון ומוריהם

 23. מס(ש ווֹטְאוֹהמבחן נבנה לאור המודל של תחרות אֶ
שאורגנה בהונגריה , )בליוגרפית שבסוף החוברתיברשימה הב

שימשה כמודל גם לתחרויות דומות באנגליה  ו 1894-ב
ראש המחלקה למתמטיקה בסטנפורד , גאבּור סְזֶגו .ובצרפת
יזם את , 1912 שזכה בתחרות אאוטווש בשנת  1946בשנת 

  .המבחן בסטנפורד

ל יכולת המבחן התקיים מתוך אמונה שביטוי פומבי ש
 יוצאת דופן אינטליגנציה על מתמטית מצביע באופן ברור

מעבר . ה למנהיגות אינטלקטואלית בכל תחום חקרוהתאמ
יכולת מתמטית אפשר לבחון בגיל צעיר יחסית כי היא , לזאת

אלא בעיקר , מתגלה לא כל כך הודות לכמות הידע המצטבר
הודות מקוריות החשיבה הנחשפת במהלך ההתמודדות עם 

  . אלמנטאריות אם כי,פתרון בעיות קשות

, מתמטיותהקירת התחרויות ציין תוך כדי ס] 1[כפי שבאק 
כך שיבדקו  , כשמדובר באופן כוללני, אפשר לתכנן מבחנים

פורד במתמטיקה מבחן התחרות של סטנ. גים או כשרוןהיש
  הוא שם דגש על . נועד לבחון כשרון

שאלה אופיינית ...מקוריות ובוננות ולא על כישורים רוטיניים
אבל , חניםעשויה להצריך ידע מסוים שעומד לרשותם של הנב

תדרוש מהנבחנים לרתום אותו לשימוש בדרכים בלתי רגילות 
להציג  הבעיה יכולה גם. הדורשות רמה גבוהה של תחכום

התלמיד , בקיצור. שהנבחן איננו מכיר אותם ימיםמושגים מסו
  ]2-4-5' עמ, 1. [הזוכה צריך להראות יכולת חקירה

 1946שנת המבחן הראשון של תחרות סטנפורד התקיים ב
 בתי ספר על יסודיים 60- תלמידים מ322והשתתפו בו 
הזוכה קיבל מענק שכר לימודים לשנה . בקליפורניה
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ציון לשבח וספר מתמטיקה הוענקו . באוניברסיטת סטנפורד
 הורחבה התחרות אל 1953-ב. לשלושה משתתפים אחרים

אורגון , מחוץ לגבולות קליפורניה וכללה את אריזונה
מלגות הוגדל לשתיים ומספר הציונים ה מספר .וושינגטון

 ניתנה 1962 עד 1958- מ. לשבח והספרים הוגדל לכעשרה
ה מוצרי חשמל לתחרויות חסות משותפת של חברת סילבני

 משתתפים 1200-הועבר  לכ, 1965- בהמבחן האחרון. מ"בע
, נבדה, מונטנה, דהויאי, אריזונה,  מרכזים בקליפורניה151-ב

$ $250, $250, 500ים כספיים של פרס. אורגון וושינגטון
ציון לשבח וספר מתמטיקה הוענקו . הוענקו לשלושה זוכים

, 1965התחרות הופסקה אחרי .  עשר משתתפים-לשמונה
 את שינתהבעיקר מפני שהמחלקה למתמטיקה בסטנפורד 

  . ללימודי המשך לקראת תארים גבוהיםהמוקד התעניינות

 בתי הספר העל ההודעה על התחרות נשלחה בכל שנה לכל
תה יפרטיים וציבוריים בכל מדינה בה היא הי, יסודיים

, מבחן-בתי ספר גדולים היוו מרכזי. אמורה להתקיים
יכלו לבחור במקום נוח להם כדי תלמידים מבתי ספר אחרים 

  .להיבחן

 מורים וצוות בית הספר בשבת אחר ידי-עלהמבחן התנהל 
יבלו שלוש שעות הנבחנים ק .הצהריים בחודש מרץ או אפריל

  :ההוראות היו כדלקמן.  בעיות5- ל3כדי לנסות ולפתור בין 

ייתכן שלא יהיה לך . אין להשתמש בספרים או רשימות כלשהם
אבל עליך , די זמן כדי לפתור את כל הבעיות בשלוש השעות

ו במחשבה קפדנית פעולותיך ייעשלעשות כל מאמץ כדי שכל 
אין לשאול שאלות . בעטמותר להשתמש בעיפרון או . וזהירה

  .הנוגעות למבחן את מי שמשגיח על התנהלות המבחן

  !איכות ההגשה קובעת
  .שלמה ותמציתית, עליה להיות בהירה

 ידי- עלבשלב ראשון . התשובות נקראו בשני שלבים- דפי
, צוותים של סטודנטים לתואר גבוה במחלקה למתמטיקה

את סיון בהוריכאלה שהם בעלי נ, כולל במידת האפשר
 ה צוות של שני סטודנטים ניתנה בעילכל. מתמטיקה בתיכון

-דפי. תשובה-  דפי לבדיקה במספר גדול ככל שיכלו שלאחת
למשל ( של פתרונות נכונים ימינימאלתשובה שהכילו מספר 

או שהכילו משהו מאד , )אחד וחצי או שניים מתוך ארבעה
- כל דף, בשלב השני. הועברו לשלב הבדיקה השני, מיוחד
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 חבר סגל אחד ידי-על נקרא שובות שעמד בשלב הראשוןת
אלה שנראו כבעלי . לפחות מהמחלקה למתמטיקה בסטנפורד

  . כל חברי הסגלידי-עלסיכוי גבוה לזכות נקראו 

 שרק מספר תוכננו הבעיות כך, ל בחירת הזוכיםכדי להקל ע
כדי למנוע , מצד שני. קטן של משתתפים יוכל לפתור את כולן

 בולט יותר נגישה  הייתה באופןיה הראשונההבע, תסכול
כך שנבחנים , במיוחד בשנים המאוחרות יותר, מהאחרות

  . לפתור לפחות אותהים היו מסוגליםרב

אף כי התוכן המתמטי של הבעיות לא היה מעבר לתוכנית 
הבעיות היו מסוג שלא , הלימודים של בית הספר התיכון
 בעיות כאלו המטרה של. נמצא בדרך כלל בספרי הלימוד

אלא גם , תה לא רק לבחון את המקוריות של המשתתפיםיהי
להעשיר את תוכנית הלימודים בבית הספר התיכון במתן 

הבעיות היו . כיוונים חדשים לעבודת התלמידים והמורים
 שבהן על הנבחן לשער תחילה ואז ,"נחש והוכח) "1: (מסוג

הן על  שב,"בדיקת המסקנות) "2(; להוכיח עובדה מתמטית
ייתכן ) "3(; הנבחן לברר את ההשלכות של קביעה כוללת

) 4(; בהן השערה מאד סבירה מתבררת כשגויהש ,"ששגית
 שבהן סדרה של תת בעיות מצביעה ,"תיאוריה בזעיר אנפין""

 יחסים ברורים  שבהן,"הסחת דעת) "5(; על מבנה תיאורטי 
; ]9[' ר( אינם רלבנטיים לפתרון ,כמעט מאליהם בין הנתונים

  .)14.23 דוגמא 139'  עמ]21[; 1דוגמא , 160-161'  עמ]19[

" כיצד פותרין"הבעיות היו מהסוג שבו נעשה שימוש בספר 
, 18 [פּוֹליה 'ורג'גבשני הכרכים של כל אחד מספריו של , ]17[

בדרך , בעיות רבות הופיעו, לאמיתו של דבר]. 21, 20[,  ]19
  .ובאחד הספרים הלל, כלל עם פתרונות

הבעיות . רוב הבעיות הופיעו גם בכתבי העת המקצועיים
) 1952-פרט ל (1953 עד 1946- ורשימת הזוכים בכל תחרות מ

, American Mathematical Monthly  ] 2פורסמו בכתב העת
יחד עם הקדמה , ורשימה מלאה של הבעיות, ]8, 7, 6, 5, 4, 3

 של אותו 1973יולי - ליון יונייהופיע בג, שחלקה מופיע גם כאן
הערות , פתרונות, מאמרים הכוללים  בעיות]. 24[כתב עת 

- פורסמו ב) 1959למעט  (1961 עד 1953-ורשימת הזוכים מ
California Mathematics Council Bulletin] 9 ,10 ,11 ,12 ,

13 ,14 ,15 ,16.[  
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עד כה לא פורסמה רשימה מלאה של הבעיות עם רמזים 
 ידי- הכלול כאן הותר לפרסום על החומר כל. ופתרונות לכולן
  .בעלי הזכויות

חלק ניכר מהרמזים והפתרונות הם תולדה של דיונים 
בסמינריון על פתרון בעיות שהתקיים באוניברסיטת סטנפורד 

נעשה שימוש .  באוניברסיטת קולומביהTeachers Collegeו 
בבעיות כדי להדגים טכניקות שונות של פתרון בעיות 

לפרחי הוראה , הראשונה ללימודיהםלסטודנטים בשנה 
מורים עשויים למצוא - מורים ומורי. ולמורים מנוסים כאחד

 Mathematicalהצעות מועילות לשימוש בבעיות בספר 
Discovery  )209-212' עמ, ]20[' ר(.  

  

  דבר המתרגמת
, במשך שנים רבות שימשה אותי החוברת שתרגומה מובא כאן

ודי לקראת הוראה יס-עללהכשרת מורים למתמטיקה ב
במיוחד . ודדות עם פתרון בעיות לא שגרתיותהמשלבת התמ

הדרכת תלמידיהם לסגל לעצמם את ההעזה שמתי דגש על 
לקשור בין דברים , המתמטית לנקוט צעד בלתי מקובל

שלכאורה נראים בלתי קשורים ולהפריד בין דברים שלכאורה 
פני בד בבד עם פיתוח החוסן המתמטי ב, כרוכים זה בזה

ספריו של . הדרושים כדי להתמודד עם בעיות כאלה, תסכול
המצוינים ברשימה הביבליוגראפית בסוף  (פּוֹליה 'ורג'ג

 אני שמחה להגיש ".םאורים ותומי"היו לי בבחינת ) החוברת
לציבור המורים ומורי המורים למתמטיקה את התרגום 

רי  מפ,לעברית של אוסף המבחנים של אוניברסיטת סטנפורד
ולטים מהב, רמי קילפטריק' ותלמידו גפּוֹליהעטם של 

באוסף זה מיושמת . זמננו-בקהיליית החינוך המתמטי בת
" הויריסטית".  להתרת בעיותפּוֹליההגישה ההויריסטית של 

תמצית ". משרתת לגילוי",  עצמו הגדירפּוֹליהכפי ש, פירושו
עזר אותן אפשר לשאול במהלך - היא אוסף של שאלותהגישה 

רשימת שאלות . חיפוש אחר פתרון לבעיה מתמטית מאתגרתה
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שראה אור ] 17[" כיצד פותרין"מופיעה בהקדמה לספרו כאלו 
   1. כלשונן כאן ומובאת1957-בהוצאת אוצר המורה בבעברית 

  גישה הויריסטית להתרת בעיות

  על-רשימת שאלות?  כיצד פותרין

  הבנת הבעיה

כלום ? התנאימהו     ?מהם הנתונים   ?מהו הנעלם
  ?אפשר לקיים את התנאי

או שמא ? האם התנאי מספיק כדי למצוא את הנעלם
 ?או היש בו סתירה? אולי הוא מיותר? אינו מספיק

היכול . הפרד את התנאי לחלקיו .קבע בו סימון מתאים. שרטט תרשים
  ?אתה לנסח אותו בכתב

  עריכת תוכנית

אית אותה בעיה בצורה או אולי ר? הרואה  אתה בעיה זו בפעם הראשונה
המכיר אתה משפט העשוי ? המכיר אתה  בעיה קרובה לזו ?שונה במקצת
בה , נסה להעלות בדעתך בעיה מוכרת לך !התבונן בנעלם ?להביא תועלת

  .או נעלם דומה לו, מופיע אותו נעלם עצמו

   ?התוכל להשתמש בה .אשר נפתרה כבר, הרי לך בעיה קרובה לבעייתך
? הפתירה שלה- התוכל להשתמש בשיטת ? תוצאה שלההתוכל להשתמש ב

  ?עזר כלשהו כדי שיאופשר השימוש בה-האם עליך להוסיף גורם

התוכל לשוב ? התוכל לנסח את הבעיה מחדש
  .חזור ועיין בהגדרות? ולנסח בדרך אחרת

נסה , אם אין בכוחך לפתור את הבעיה הנתונה
התוכל להעלות . לפתור תחילה  בעיה קרובה לה

? שכיחה יותר, קרובה לה, תך בעיה מעין זובדע
בעיה ? בעיה פרטית יותר? בעיה כללית יותר

נסה ? היכול אתה לפתור חלק מן הבעיה?מקבילה
 ;לקיים רק חלק מן התנאי והתעלם מחלקו
? באיזו מידה ניתן לקבוע את הנעלם במקרה זה

-התוכל להפיק דבר? כיצד עשוי הוא להשתנות
התוכל לשנות את ? מה מועיל מן הנתונים

כך שהנעלם החדש והנתונים החדשים , את שניהם, אם צריך, או, הנתונים
האם ? האם השתמשת בכל הנתונים? יהיו קרובים יותר זה אל זה

                                                 
מופיעות בקבצי הרמזים , העל התואמות לאלה המופיעות כאן-שאלות   1

שונה במעט שבגוף החוברת הניסוח העברי בקבצים . לשאלות שבחוברת
כדי לאפשר לשני המינים לקרוא את , מזה המופיע כאן בלשון זכר

  .הרמזים באופן אישי

:ראשית  
עליך להבין את 

 הבעיה

  :שנית
מצא את הקשר בין 

 לבין הנתונים 
ייתכן . הנעלם

יס שתיאלץ לגי
אם לא , עזר- בעיות

יימצא לך קשר 
  .ישיר

לבסוף עליך להגיע 
לכלל עריכת תוכנית 

  .לקראת הפתרון
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האם הבאת בחשבון את כל המושגים ? השתמשת בכל התנאי כולו
  ?העיקריים המקופלים בבעיה זו

  ביצוע התוכנית

האם  .דוק כל צעד וצעדב,  פתרונך-עם  ביצוע תוכנית
  ?התוכל להוכיח את נכונותו? ברי לך שהצעד נכון

  )ביקורת ( סקירה אחורנית              

התוכל לבדוק את ? לבדוק את התוצאההתוכל 
התוכל להגיע לכלל תוצאה זו בדרך ? שיקולי ההנמקה

? עין ראשונה-התוכל להבחין בכך בטביעת? אחרת
יטה לפתרון בעיה או בש, התוכל להשתמש בתוצאה

  ?אחרת כלשהי

 את ולאמץלשנן על כל מורה למתמטיקה , לעניות דעתי
 כל תר מהן ולשלוף אחת או יו,העל הללו- רשימת שאלות

, על מנת להושיט יד, פתרון בעיהאימת שתלמיד מתחבט ב
 את שמחת הפתרון ואת תחושת הסיפוק עם מבלי לגזול

  .השגתו

פוליה נעשה ' רגו'מו של גהעברי של ש התעתיק –אחרון וחשוב 
 שכתב לי ,רמי קילפטריק' ג, השני המחבריעצות עםילאחר הת
ארץ מגוריו ומחוז יצירתו של , ב" שמישהו בארהע לוכי לא ידו

 ,'ל-ביטא את שמו בהשמטת ה, חייו שנים מ45משך  בפוליה
כנראה בהשפעת ההיגוי ההונגרי , כפי שאנו בישראל נוהגים

 . שניתן לו בארץ הולדתוPólya György  של השם המקורי 
בתרגום לעברית הרשיתי לעצמי גם לשנות פה ושם פרטים 

כדי להתאימם למקובל ,  כמו שמות וסוג מטבע,שוליים
פנייה נקטתי בלשון , לנוחיות המשתמשים, כמו כן. בישראל

שיניתי את העריכה כך שאחרי כל ניטרלית לשני המינים ו
מתאים של רמזים ופתרונות הקובץ של שאלות מופיע הקובץ 

הרמזים והפתרונות מקובצים , השאלותבמקור האנגלי (
הוספתי ת המקורות רשימב, לבסוף). לשלושה פרקים נפרדים

שני פריטים חשובים המסכמים מחקר בנושא הויריסטיקה 
של שיינפלד ] 25[אחד . של פתרון בעיות  לאחר ימיו של פוליה

  ).2006 (מן ומורבר, ו'של קויצ] 26[ואחד ) 1992(

 , הדר- צה מובשוביץנ
 2006ז אוקטובר "תשרי תשס

  :שלישית
 בצע את
  .תוכניתך

  :רביעית
בחן את 
הפתרון 
  .שנתקבל
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   בעיות– 1קובץ  

כל  בסיבוב הראשון. אנשים 2n בטורניר טניס משתתפים .1
משחקים  nכך שיש , משתתף משחק בדיוק פעם אחת

 כי ותהראיש ל. שבכל אחד מהם משתתף זוג אנשים
הראשון הוא את הסיבוב גן מספר הדרכים בהן ניתן לאר

)בדיוק )1297531 −××××× n. 

שני מקצועות נגדיים ) שאינו בהכרח משוכלל(בטטראדר  .2
 כל ,בנוסף לכך. והם ניצבים זה לזה a הם בעלי אורך

המחבר את נקודות  b אחד מהם ניצב לקטע באורך
 בטא את נפח הטטראדר באמצעות יש ל.האמצע שלהם

a, b בההתשו  אתחיהוכל ו.  

 :ארבעת הפסוקים הבאים אינם בהכרח פסוקי אמת .3
הוא גם , צלעות- השוואם מצולע החסום במעגל הוא   )1

  .יותוזו-השוו
הוא גם , ויותוז- השוואם מצולע החסום במעגל הוא   )2

 .צלעות-השוו
הוא גם , צלעות-השוואם מצולע החוסם מעגל הוא   )3

  .יותוזו-השוו
 הוא גם ,יותוזו-השוואם מצולע החוסם מעגל הוא   )4

 .צלעות-השוו

אילו מארבעה הפסוקים שלעיל הם פסוקי אמת ואילו   .א
טענתך בכל אחד את ח יהוכל עליך ?הם פסוקי שקר

  .מהמקרים

אילו , יחס למרובעים בלבדיאם במקום מצולעים נת  .ב
 ואם ?מהפסוקים שלעיל הם פסוקי אמת ואילו שקר

לך מותר ' בענותך לסעיף ב ?נתייחס למחומשים בלבד
להוכיח עד כמה שאפשר חשוב לנסות .  השערותלהעלות

 מה הוכח ומה ציין במפורשיש לבכל מקרה . יותר מהן
  .נשאר בגדר השערה
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  רמזים - 1קובץ 

 ? לנסח מחדש את השאלהאפשר אולי  .1
בכמה דרכים אפשר .  אחד המשתתפיםנניח שהיית  

איך ניתן לפצל את השאלה ?  למצוא לך שותף למשחק
  :לשתיים

  .תנגד שלךבחירת המ  .א
  .יצירת זוגות בין יתר המשתתפים  .ב

  ?נעלםמה ידוע  על ה .2

הנעלם הוא נפח הטטראדר אותו ניתן לחשב כאשר   
אך לא זה ולא . ידועים שטח הבסיס וגובהו של טטראדר

  .זה נתונים בבעיה

האם  (?קשר לבעיה דומה שניתן לפתור אותההאם יש   
 קיים טטראדר אחר שהוא חלק מהטטראדר הנתון ואת

  ).?נפחו ניתן לחשב

 ? ידועים לךמתקשרים  לבעיה ה משפטיםאיזה .3
הוכחת כל אחד מהמשפטים היא הוכחת שוויון קטעים 

האם ידוע לך משפט או משפטים . או שוויון זוויות
 הקשורים הקשורים לשוויון זוויות או שוויון קטעים

 ? למעגל
להוסיף  אם ניתןה .שרטט שרטוטלעיתים מועיל ל  

פות אחדות שתאפשרנה יישום המשפטים לשרטוט תוס
  ?שבהם נזכרת בהקשר זה
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  )חלקיים( פתרונות – 1קובץ  
 שחקנים 2n בהם ניתן לחלק האופנים נקרא למספר .1

 .nP - זוגותל
-אפשר לצרף אליך כל אחד מ, חד המשתתפיםאהיית אם 

12 −nזוגך נבחר לאחר שבן .  המשתתפים האחרים
  נותרו 

( )1222 −=− nn  

  . אופניםnP−1- לזוגות ב חלקלמשתתפים שאותם ניתן 

  כן- על

( ) 112 −−= nn PnP  

  .מכאן ואילך ההמשך ברור

 והניצב aהמישור העובר דרך אחד המקצועות שאורכו  .2
 את הטטראדר לשני טטראדרים ים מחלקbשאורכו 

 בסיסשטח הכל אחד מהם בחופפים ש
2

ab
 גובההו 

2
a

. 

: נפח הטטראדר הוא אפוא   
6223

12
2baaab

=×××  

 . אינן נכונות3, 2טענות .  נכונות4, 1טענות  .  א .3
הם  המלבן והמעוין – אינן נכונות 3, 2טענות    .ב

 .להפרכת הטענות המספיקות  דוגמאות נגדיות 
ונובעות מהטענות למחומשים  נכונות 3,  2טענות 
  : בהתאמההבאות

כל , חסום במעגל הוא שווה זוויותהאם מצולע   : 2'
 צלע אחת ידי- עלבדיוק  פרדותמוזוג צלעות ה
  .הן שוות זו לזו

כל , חוסם מעגל הוא שווה צלעותהאם מצולע   :3'
 זווית ידי-עלפרדות בדיוק מוהת שתי זוויו

  .אחת הן שוות זו לזו
חבר את מרכז יש ל  4, 3, '2, '1טענות את כדי להוכיח    

ד אנכים מהמרכז אל יהורל, המעגל לקדקודי המצולע
    . חופפיםמשולשים ולמצואהצלעות 
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   בעיות– 2קובץ  

 הזדקק כרס-עב ספר של העמודים את למספר מנת על .1
   ? בספר עמודים כמה . רותספ 1890 - ל המדפיס

  : הבא החשבון נמצא סבא של וניירותי בין .2
 ח"ש_ 67.9 _הודו תרנגולי 72

 מן יצגיהמ המספר של והאחרונה הראשונה הספרה    
 כן- עלו ניטשטשו העופות של הכולל המחיר את הסתם
 מהוו החסרות הספרות מהן  .ריקים במקומות הוחלפו

  ?הודו תרנגול כל של מחירו בהתאם לכך

 יהיו הבאה שלמשואה כך mמה צריך להיות הערך של .3
 הווי פתרונותהוש) xעבור (ממשיים פתרונות ארבעה
 ? חשבונית סדרה

( )4 2 23 2 0x m x m− + + =  

γβα יהיו .4  חיהוכיש ל. שולשמ של ולזוויותי סימונים ,,
  : כי

sin   . א sin sin 4cos cos cos
2 2 2
α β γα β γ+ + = 

γβαγβα  .ב sinsinsin42sin2sin2sin =++    

γβαγβα .ג 2sin2sin2sin44sin4sin4sin −=++ 
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  רמזים – 2קובץ  

  

 9אם יש בספר בדיוק : הנה בעיה קרובה לבעיה המקורית .1
? לכמה ספרות יזדקק המדפיס, דפים ממוספרים

 )9: תשובה(

מהן הספרות  ?הבעיהלנסח מחדש את  אולי אפשר .2
כשמבטאים אותו , שניטשטשו אם המחיר הכולל

 ?72-מתחלק ב, באגורות

צריכים ליצור סדרה  פתרונותהארבעת  ?התנאימהו  .3
 היא –יחד עם זה למשוואה יש תכונה מיוחדת . חשבונית

הוא  a אם כן-על. xמכילה רק חזקות זוגיות של הנעלם 
 .פתרוןהוא  a-אז גם , פתרון

כדאי  ? ידועים לך לבעיהמתקשרים ה משפטיםאיזה .4
בפרט באגפיהן , שים לב לדמיות שבין שלוש הזהויותל

איך אפשר אז לעבור , אם הוכחת זהות אחת. השמאליים
  ?לשתיים האחרות

  

  )חלקיים(פתרונות  – 2קובץ  
 -יס ל דפים יזדקק המדפ999ספר שיש בו הדפסת ל  . 1

288990039029  העבה ספר באם . ספרות +×+×=
   :אזי, דפים xיש עליו שואלים 

                       666
1890)99(3189

=
=−+

x
x

  

. 9- וגם ב8- הוא מתחלק גם ב72-  מתחלק ב679אם   .2
ש הספרות האחרונות שלו ושל, 8- בהיותו מתחלק ב

 כן-לעו) ?מדוע (8-מוכרחות ליצור מספר המתחלק ב
. 2 לפיכך הספרה החסרה מימין היא 8- מתחלק ב _679_
 סכום כן-על 9- צריך כאמור להתחלק גם ב6792_ מאידך

 הספרה כן- על) ?מדוע( 9-הספרות חייב להתחלק ב
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 מחירו של תרנגול .3החסרה משמאל מוכרחה להיות 
367.92...)  בימי סבא(הודו אחד היה  : 72   .ח"ש =5.11

בעלי הערך המוחלט הנמוך  הפתרונותהם  a-  וaאם   .3
aaaa :הצורההסדרה תהיה בעלת , ביותר 3,,,3 −− .  

2: כן- על 2 2 2 4 2 2( )( 9 ) (3 2)x a x a x m x m− − = − + +  
 השוואת מקדמים של חזקות בעלות מעריכים ידי- על

  :שווים נקבל את המערכת
2

4 2

10 3 2
 9

a m
a m

= +

=
  

219:     נקבלa חילוץ ידי- על 108 36 0m m− − =  

6m              ולכן  או =
16
9

m = −  

α              אם  .4 β γ π+ + =  

πγπβπαπ    אז   =−+−+− )2()2()2(    
 הצבת ידי-על 'ג- ל'ב- ומ 'ב-ל 'אהות  נוכל לעבור מזכן- על  

2 , 2  , 2π γ π β π α− − , עבור −  ,γ β α בהתאמה .   
. וזה ניתן לביצוע בדרכים אחדות 'את נשאר להוכיח א  

uvנציב : למשל vu- ו2,2 22 −−π עבור αβγ ,,  
  :' אנקבל בזהות. בהתאמה

sin cos sin cos
(2cos cos cos( ))sin( )

u u v v
u v u v u v

+ =
− + +

  

 של ם על הסינוס והקוסינוסשתמש במשפטילה לסיום יש
  .ויותוום זסכ
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   בעיות– 3קובץ  

  :הבאה לפניך הטבלה .1

6427            16151413121110
278                           98765        
81                                  432             

1                                           1                   

+=++++++
+=++++
+=++

=

 

     
 אלו שדוגמאות הכלל על השערה ותהעלעליך לנסות ל

 באופן הכלל את בטאל, שלו פרטיים מקרים מהוות
  .אותו חיהוכלו, מתמטי

 שלושה .חשבונית סדרה מהווים מספרים שלושה .2
 את כשמחברים. הנדסית סדרה מהווים אחרים מספרים
 ,76 ,85 מקבלים הסדרות שתי של המתאימים האיברים

 הסדרה של האיברים שלושת סכום. בהתאמה 84,
  ?הסדרות משתי אחת כל אברי מהם. 126 הוא החשבונית

 ויוק. במישור A, B נקודות שתי רואים הר של מפסגתו .3
 ויתוז. γ זווית כולאים אלו נקודות שתי של הראייה
 ויתווז, α היא האופק כלפי הראשון הקו של היהנטי
  A הנקודות כי ידוע .β היא השני יהיהרא קו של יהיהנט

  .cהוא ביניהן ושהמרחק גובה באותו נמצאות B-ו
 לגובה מעל הרה פסגת של x הגובה את בטאעליך ל
  .c והמרחק γ ,β,α  באמצעות A, B  של המשותף

 )טטראדר(ארבעון ב חסום 1rרדיוסו  בעלאחד כדור  .4

 הכדור. 2rדיוסושר שני בכדור חסום ארבעוןה. משוכלל
 שלישי בכדור חסומה יהיהקוב. יהיבקוב חסום השני

321 היחס את אומציש ל. 3rשרדיוסו :: rrr ) האסטרונום

 של המרחקים ממוצעי בין היחס חשב שזהו קפלר
 למעשה אך, מהשמש ושבתאי צדק, מאדים הכוכבים
  ).הנכון היחס איננו שזה נמצא
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  רמזים – 3קובץ  

התבונן עליך ל.  אינדוקציה מצריך התבוננותידי- עלגילוי   . 1
  ובביטוייםבביטויים שמצד ימין בכל אחד השוויוניים 

  ?מהו הכלל. בכל השוויונים  שמצד שמאל

 כדאי ?חלקים שוניםל  התנאי אתדיהפראיך אפשר ל  .2
 איברי סימון שלבאמצעות לרשום אותם כל אחד לחוד 

,: כךהחשבוניתהסדרה  ,a d a a d− ואיברי הסדרה  +

,1:  כךההנדסית ,bq b bq−.   

באמצעות  ?חלקים שוניםל  התנאי  אתאיך אפשר להפריד  .3
-  וב a-ב וי הראיהוקשל ) הבלתי ידועים(האורכים  סימון

b , פקי יה שלהם כלפי המישור האויויות הנטו ז וסימון

להפריד את התנאי אולי ניתן  .בהתאמה β-וב α-ב
  :  הנוגעים לה חלקיםשלושל
  aיה של י נט.א

  bיה של י נט.ב  
  .a, b, c משולש שצלעותיו .ג  

21היחס : יש שני נעלמים - ?נעלםמה ידוע  על ה .4 : rr 

32והיחס  : rr. 
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 )חלקיים( פתרונות – 3קובץ  
33222 : הכלל הוא   .1 )1()1(...)2()1( ++=++++++ nnnnn.  

  .n באינדוקציה על –ההוכחה 

 ידי- עלהתנאי ניתן להפרדה לארבעה חלקים המבוטאים   .2
  :ארבע המשוואות הבאות
1 85

 76
 84

 3 126

a d bg
a b

a d bg
a

−− + =
+ =

+ + =
=

  

יה י מהשנ כךואחר a=42מהמשוואה האחרונה מתקבל   
 חיבור שתי המשוואות הנותרות ידי-לע . b=34מתקבל 

12 :מקבלים ( ) 169a b g g−+ +  b-ו a-מאחר ש .=
. g-המשוואה שלעיל היא משוואה ריבועית ב, ידועים כבר

,2ממנה מתקבל  26g d= =    או    −
1 , 25
2

g d= = .

  :  כן-עלהסדרות הן 

                            
68,34,17
16,42,68

17,34,68
67,42,17

 או

  :ת חלקי התנאי מבוטאים כךשלוש  .3

b
x
a
x

=

=

β

α

sin

sin
  

γcos2222 abbac −+=  

  : מקבליםb , a  חילוץידי- על

γβαβα
βα

cossinsin2sinsin
sinsin

22

222
2

−+
=

cx  
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-ישרבטטראדר הגובה הוא אחד הניצבים של משולש   .4
אם אורך .  שהיתר שלו הוא אחד המקצועותזווית

וית ושל המשולש ישר הזהניצב השני , aהמקצוע הוא 

מאחר ). שליש מהגובה של פאה-שני (3aאורכו 

21שאורכו של הגובה הוא  rr   : אנו מקבלים+

3
6

21
arr =+  

והקטע המחבר את , הגובהעל מרכז הטטראדר מונח 
 אורכו ,זווית-ישר הנגדי של המשולש קדקודהמרכז עם ה

2r שני שניצביו זווית- ישר והוא מהווה יתר של משולש 

- ו1rאורכיהם 
3

a
  :כן- על. 

3

2
2

1
2

2
arr =−  

  :לים את המערכתב חילוק במשוואה הקודמת מקידי- על

3
6

6
6

12

12

arr

arr

=+

=−
  

  שפתרונה 
12

6,
4
6

12 arar   לפיכך  .==

1 2: 1:3r r =  

 הוא אורך המקצוע אז bאם , יהיבקוב
22
br   -   ו=

2
3

3
br    לפיכך.=

3:1: 32 =rr33:3:1 -     ו:: 321 =rrr  
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   בעיות– 4קובץ  

 איננו הבאה בסדרה המספריםמ אחד אף כי חיהוכעליך ל .1
 שלם פרסמ של עריבו

          ... ,11111 ,1111 ,111 ,11 

, אורכיה משולש של הצלעות שושל .2 ,l m n בהתאמה. 
, המספרים ,l m n םקיימתו חיוביים שלמים הם 

l m n≤ ≤.  

9n כי נניח  .א  לפי האפשריים המשולשים מספר מהו ,=
 .שלעיל ההנחות

 .כלל אומצלו n ורבע שונים ערכים עוקבעליך ל  .ב   

 נקודהאם : אבה המשפט את חיהוכאיך אפשר ל.  א .3
 שומשל ומרחקיה צלעות והוש שולשמ בתוך נמצאת
, הם הצלעות ,x y z התאמהב, h המשולש גובה הוא ,

  :אזי מתקיים
x y z h+ + =  

 דומה משפט ה שלהוכחמהי הו מהו הנוסח המדויק   .ב
 של למרחקיההמתייחס  המרחב בהנדסת )ל"הנ טלמשפ(

 .ושל הדפנות מארבעמשוכלל  טטראדר בתימינפ נקודה
 יהיו שהם כך המשפטים שני את ליהכל איך אפשר ל.ג   

 בהתאמה, במרחב או במישור נקודה כל יבגל נכונים
 תוךב או המשולש בתוך נקודות לגבי קאודו וולא(

 .הוכחהלתת ו מדויק ניסוחעליך לחשוב על  .)הטטראדר
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  רמזים – 4קובץ  

  ? לנסח מחדש את הבעיהאיך אפשר   .1
  ריבוע שלםא ומציש ל ":אפשר לנסח את השאלה גם כך

S בעל הצורה k10...10101 2  הוא k באשר ++++
  ".מספר שלם חיובי

 איך אפשר?י לחלקים שונים התנאד אתיהפראיך ניתן ל
  ?לרשום אותם

  :ניתן להבחין בשני חלקים לתנאי
  . שלםחייב להיות ריבוע S  .א   
  .ל" צריך להיות בעל הצורה הנS  .ב   

 דרך האם יש לך. טיבי מצריך התבוננותגילוי אינדוק  .2
  ?n   עבור ערך מסוים שלשיטתית למניית המשולשים

  ? משפט שקשור לענייןיש לך ידיעה עלהאם   . 3
 משפט פשוט יותר על גובהו זכור לךהאם , h הגובה הוא
  ?של משולש

  

  )חלקיים(פתרונות  –4קובץ  

  :הצורההו בעל הרי, הוא מספר בסדרה S  אם .1
3)225(410011 ++=+ mm  

 3 תרישא  משאירS כן- על.שלילי- אימספר שלם  mבאשר 
או  24nאבל ריבועים הם בעלי הצורה. 4-בחילוק ב

144 2 ++ nn רק4-בחילוק ביכולים להשאיר כן -ועל  
  .1או  0שארית 

  -מתאימים ל) 9כולל  (9 עד 1- מlהערכים של   .א  .2
1, 2, 3, 4, 5, 4, 3, 2, 1  

2552סך הכול  משולשים בהתאמה  או   . משולשים=
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הכלל יהיה   .ב
4
1

2
1 2

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +n

או  זוגי nעבור  

2

2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +n

 

המספר :  לשני המקריםחוק אחד יש . זוגי-  איnעבור 

-השלם הקרוב ביותר ל
4

)1( 2+n
.  

 חיבור ידי-על .צלעות- משולש שווה צלע של aתהי   .א  .3
מחלקים את , יםקדקודת השלושהנקודה הפנימית ל

ם ששטחיהם מסתכמים לשטח ה משולשישלושהמשולש ל
  :כן- על.הכללי

2222
ahazayax

=++.  

- חילוק ב  
2
a

  .שני צידי השוויון מביא לסיום ההוכחה מ

 בעלת היא hטטראדר שגובהו  וךבתנקודה     .ב
  .  הדפנות בהתאמה מארבעw, z, y, x   מרחקים
x :טענה y z w h+ + + דומה להוכחה ההוכחה  .=

 חילוק הטטראדר לארבעה ידי- על: המישוריבמקרה 
  .טטראדרים

 גם עבור 'ב, 'מקרים אשני ההיחס נשאר נכון ב  .ג
לוקחים את  שובלבד, נקודות מחוץ למשולש ולטטראדר

פלוס :  המתאימיםעם סימניהם) w- ו(  x, y ,z המרחקים
 כאשר המסתכל הניצב בנקודה רואה את הצלע )+(
כאשר הוא רואה אותה ) -(מינוס , מבפנים) הדופן(

  . עקרונית זהה– ההוכחה .מבחוץ
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   בעיות– 5קובץ  

  -לכך ששים לב נ  .1
1 = 1 

1 – 4 = – (1 + 2) 
1 – 4 + 9 = 1 +2 +3 

1 – 4 + 9 – 16 = – (1 + 2 + 3 + 4)  
בטא אותו עליך ל? איזה חוק כללי עולה ממקרים אלה

  . ח אותויהוכלבאופן מתמטי ו

של  הגיאומטריא את המקום ומציש ל, נתון ריבוע  .2
 :הנקודות שמהן רואים את הריבוע בזווית של

  90D. א

  45D. ב
 ולתת, הגיאומטרישרטט את המקום נא לבכל מקרה 

  .תיאור מלא והוכחה
. במישור הריבוע,  נקודה מחוץ לריבועP  תהי: הערה

 המכילה P  בנקודהקדקוד בעלתהזווית הקטנה ביותר 
 נקראת זווית הראיה של הריבוע ,בתוכה את הריבוע

 ).Pמנקודה 
 המחבר שתי  כלשהוישר,  במרחבשל גוף" ציר"נגדיר כ  .3

נקודות על פני הגוף כך שכאשר מסובבים את הגוף סביב 

 360D- וקטנה מ0D- גדולה ממת ימסוישר זה בזווית 
 צירים שונים 13 יש הלקוביי. הגוף מתלכד עם עצמו
   .משלושה סוגים שונים

רשום לגבי למקומם של הצירים ותאר בבהירות את יש ל
  . כל אחד מהם את זווית הסיבוב המתאימה

חשב עליך ל, בהנחה שמקצוע הקובייה אורכו יחידה אחת
 .  הצירים13ע החשבוני של אורכי את הממוצ
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  רמזים – 5קובץ  

  .גילוי אינדוקטיבי דורש התבוננות רבה ובדיקה  . 1
  .ן את המעבר ממקרה אחד לשניובחמן הראוי ל

  ?זאתלבעיה  בעיה קשורה רת לךכו מהאם  .2

 עשל הנקודות שמהן רואים קט גיאומטריההמקום 
מורכב משתי קשתות הנשענות על , מסוימתוית וזב

  .והן סימטריות זו לזו ביחס לקטע, הקטע

,  הסתכלותידי-עלחלק מהצירים אפשר למצוא בקלות   .3
 להוכיחאיך אפשר ?  הציריםכלאך האם אלה הם 

האם הרשימה ?  הצירים האפשרייםכל את שמיצית
  ?שבידך בנויה על עקרון מיון ברור
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  )חלקיים(פתרונות  – 5קובץ  

  :החוק הכללי הוא  . 1

           
2

)1()1()1(...16941 121 +
⋅−=−++−+− −− nnn nn  

  : מצריך הוכחה שn+1-  לn-המעבר מ

2
)1()1(

2
)2()1(

)1()1()1( 12 +
−−

++
−=+− − nnnn

n nnn

  

ים קדקוד לעבור דרך שני ותוית חייבושוקי הז, בכל מצב  .2
, יםקדקוד כל זמן שהן עוברות דרך אותו זוג .של הריבוע

בהתאם למשפט ( תקש הזווית נע לאורך אותה קדקוד
 גיאומטרייםהכן כל אחד מהמקומות -על). המצוטט ברמז

 חצאי 4 -  'במקרה א: המבוקשים מכיל קשתות אחדות
  . מעגלי רבע8 - 'מעגל ובמקרה ב

  :יתנים למיון כדלקמן צירים נ13  .3

. ים נגדייםקדקודזוג  מחברכל אחד , ארבעה צירים  .א  
240 - זוויות הסיבוב  ,120° °.  

את נקודות האמצע של  מחברכל אחד , ששה צירים  .ב  

  .180D-  זוויות הסיבוב . יםנגדי מקצועותי שנ

 של שתי יםהמרכזאת  מחברכל אחד , שלושה צירים.  ג

270 -הסיבוב זוויות .נגדיות פאות 180 90, ,D D D.  

   בהתאמה והממוצע3,2,1 :אורכי הצירים הם
   :הוא

42.1
13

32634
=

++
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   בעיות– 6קובץ  

 ומידת מ"ס 60 הוא זווית-ישר משולש של היקפו מידת .1
 של מידותיהן מהן. מ"ס 12 הוא היתר על היורד הגובה
  .המשולש צלעות

 שני ידי-על משולשים לארבעה מחולק מרובע .2
 יש אם" נגדיים "בשם משולשים לשני נקרא. האלכסונים

 עליך. משותפת צלע אף להם אין אך ,משותף קדקוד להם
  :הבאות הטענות את חיהוכל

 נגדיים משולשים של אחד זוג של השטחים מכפלת   .א
  .השני הזוג של השטחים למכפלת שווה

 משולשים זוג יש אם ורק אם טרפז הוא המרובע   .ב
לטענה זו יש שלכך  לב שיםיש ל .(שטח- ויוש שהם נגדיים
  !)םחלקי שני

 ארבעת אם ורק אם מקבילית הוא המרובע   .ג
  )ל"כנ (.שטח- ויושהם  המשולשים

 מעגל "בשם נקרא. קטום) מעגלי (ישר חרוטב נתבונן .3
 מקבילה רמישו עם הקטום חרוטה של לחיתוך" מרכזי

 והוש במרחק והעובר) והתחתון העליון (לבסיסיו
  .םשניהמ

 המעגל .גובה אותו יש מסוים ולגליל קטום חרוטל
  .הגליל של בסיסו הוא גם ל"הנ חרוטה של המרכזי

 חיהוכעליך ל – ?יותר גדול הגופים משני איזה של נפחו
   .תשובתך את
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  רמזים – 6קובץ  

איך אפשר ? שונים לחלקים  את התנאידיהפראיך אפשר ל  .1
  ?לרשום אותם

 בתנאי שלושה חלקים שונים המתייחסים ניתן למצוא  
  :אל
  היקףה  . א

  ישרההזווית ה  .ב   
  הגובה על היתר  .ג  

  . סימון מתאים בוסיהכנשרטט שרטוט ולכדאי ל  .2
שווים זה ) או מכפלותיהם(איך אפשר להראות ששטחים 

  ?לזה

 הוכחה( . סימון מתאיםבו סיהכנשרטט שרטוט ולכדאי ל  .3
 הנפחים שני את בטאיש ל :אלגברית בדרך היא אפשרית
 את לקבוע כדי ביניהם בהפרש טפללו הנתונים באמצעות

  ).סימנו

  

  

  )חלקיים(פתרונות  – 6קובץ  

cbaיהיו   .1 שלושת חלקי .  היתר– c,  צלעות המשולש,,
  :התנאי ניתנים לביטוי כך

cab
cba

cba

12

60
222

=
=+

=++

  

222 -  ו הואיל    2)( bababa מקבלים משלושת ,+=++
    :השוויונות שלעיל

2 2(60 ) 24c c c− = +  

20,15 -   וc=25כן - ועל       == ba או 

15,20 == ba.  
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נסמן את ארבעת המשולשים , המרובע חייב להיות קמור  .2
 ואתI ,II ,III,  IV :-  האלכסונים בידי- עלם הנוצרי

כמו כן .  בהתאמה(I) ,(II) ,(III) ,(IV)שטחיהם נסמן 
ים קדקודאורכי ארבעת הקטעים מה s, r, q, p :יהיו

  משותף p  כך שהקטע באורךלנקודת חיתוך האלכסונים
הוא  IV. I- ולIII- לIII, s- ולII- ל II ,r-ול I- לIV ,q- ולI-ל

 - הוא אורך האלכסון האחד וIV ,p+rמול  III ,IIמול 
q+s  אם. של השניאורכו q, p זווית את ה כולאיםα אזי  

α
α
α
α

sin(IV)2
sin(III)2
sin(II)2
sin(I)2

sp
rs

qr
pq

=
=
=
=

  

  כן - על  
(I)(III)(II)(IV)  . א =  
  : אם ורק אם III  מקביל לזה של  I של " הבסיס"  .ב

(II) או  (IV)p r
q s
= =  

  :א מקבילית אם ורק אםהמרובע הו  .ג  
, (I) או  (II) (III) (IV)p r q s= = = = =  

 a, b ויהיושל החרוט והגליל הגובה המשותף  hיהי  .4
רדיוסו של הגליל . הרדיוסים של בסיסי החרוט הקטום

הוא אפוא
2

ba +
הקטום  ההפרש בין נפחו של החרוט .

    :לבין נפחו של הגליל הוא

  
12

)(
23

2222 bahbababah −
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
++ ππ  

כאשר שחל  a = b למעט המקרה,  זה הוא חיוביהפרש  
או (כן נפח החרוט הקטום גדול - על. הגופים מתלכדים

  .לנפח הגליל) שווה
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   בעיות– 7קובץ  

  :ח את הטענה הבאה יהוכיש ל .1

 החשבוני מהממוצע באורכה קטנה משולש של צלעו אם   
 שמולה הזווית אז ,האחרות הצלעות שתי אורכי של

 הזוויות מידות של מהממוצע יותר הקטנ מידתה
  .האחרות

   .יםריבועי יםבסיס בעלתקטומה  ישרה בפירמידה נתבונן .2
 הפירמידה של לחיתוך" אמצעי- חתך "בשם נקרא   

 שווה במרחק העובר לבסיסים מקביל מישור עם הקטומה
 שצלעו למלבן" ביניים-מלבן "בשם נקרא .  םשניהמ

 שלכצלע  שנייהוה התחתון הבסיס של כצלע היא האחת
   .העליון הבסיס

 הקטומה הפירמידה נפח כי מסכימים תלמידים ארבעה   
 חלוקים הם אך, מסוים בשטח הגובה למכפלת שווה

  :שונות הצעות ארבע ומעלים זה לשטח ביחס בדעותיהם
  החתך האמצעי  .א
 הממוצע של הבסיסים   .ב
 הממוצע של הבסיסים והחתך האמצעי   .ג
 ניים הממוצע של הבסיסים ומלבן הבי  .ד

 הבסיס צלע b- ו a ,הקטומה הפירמידה גובה h יהי
   .בהתאמה והעליון התחתון

 טיהחלל, אלגברי באופן ההצעות ארבע את בטאנא ל
 .זאת חיהוכלו נכונה מהן איזה

 המשוואה של היחיד הפתרון כי חיהוכעליך ל .3

xyzzyx 2222   הוא השלמים למספרים מעל ++=

0=== zyx.  
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  רמזים – 7קובץ  

   ?מהי המסקנה?  מהי ההנחה .1
CBA- צלעות המשולש וa, b, cיהיו  הזוויות הנגדיות ,,

  . בהתאמה

:       ההנחה היא
2

cba +
<.  

  : המסקנה היא  
2

CBA +
<.  

  ?יותר מיוחדת?  בעיה קרובה לזאתת לךרהאם מוכ  .2

  ?מה קורה כאשר משנים את נתוני הבעיה  

  ?מהו התנאי  .3

סכום הריבועים של שלושה מספרים שלמים חייב להיות   
  .להיות זוגי חמוכרהסכום , כפליים מכפלתם

  

  )חלקיים(פתרונות  – 7קובץ  

++=° -מאחר ש  .1 180CBA,להוכיח ש - )(
2
1 CBA +< 

)פירושו להוכיח כי  )AA −°< 180
2
1

>°או   60A  . אבל

°< 60Aשקול ל - 
1cos
2

A acbלפי ההנחה  .< 2>+. 

אם נעלה את שני הצדדים בריבוע ונשתמש במשפט 
  :קבלהקוסינוסים ונ

)cos2(42 2222 Abccbcbcb −+>++  
  או

bccbAbc 233cos8 22 −+>  
  :משני הצדדים ונקבל bc4נחסר
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2
1cos

01cos2
0)(3)1cos2(4 2

>⇒

>−⇒
≥−>−

A

A
cbAbc

  

  
המוצעות נפחה של הפירמידה  לפי ארבע האפשרויות  .2

  הקטומה יהיה בהתאמה

hba  .א   2]2/)[( +  

hba  .ב    ]2/)[( 22 +  

])(/4[/3  .ג   222 hbaba +++  

][/3  .ד   22 habba ++  

abאם      הפירמידה הקטומה הופכת למנסרה שנפחה =

ha   . כל אחת מארבע ההצעות עומדת במבחן זה.2
 הפירמידה הקטומה הופכת לפירמידה רגילה b=0אם    

רק האפשרות הרביעית עומדת בפני . 3/2haוהנפח הוא 
. כן יתר השלוש בודאי אינן נכונות-על. מקרה פרטי זה

 את x- נסמן ב, נכונה באופן כללי'כדי להוכיח שאפשרות ד
ותכים מהפירמידה הגדולה חגובה הפירמידה הקטנה ש

את נפחיהם של  B, A, F-נסמן ב. כדי לקטום אותה
הפירמידה השלמה והפירמידה , הפירמידה הקטומה

  :קיים. בהתאמה, )xשגובהה (הקטנה 

3
1])([

33
)( 222

22

xbahaxbhxaBAF −+=−
+

=−=

  
חתך מישורי של הפירמידה דרך הגובה ובמקביל לאחת    

מצלעות הבסיס מכיל שני משולשים דומים שמהם 
   מתקבלת הפרופורציה

ba
bhx

a
b

hx
x

−
=⇒=

+
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   נקבלF בביטוי של xבהציבנו ערך זה של 

[ ]
33

1 22
22

2 habbabh
ba
bahaF ⋅++=⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+=  

 החזקה הגבוהה k≤0באשר k2תהי , למים שx, y, zיהיו   .3
 - ש כךx, y, zאת  שמחלקת 2ביותר של 

xxyyzz kkk ′=′=′= ביטויים אלה נציב אם . 2,2,2

  : נקבלk22 -במשוואה ונחלק ב

zyxzyx k ′′′=′+′+′ +1222 2)()()(  

מאחר והביטוי בצד ימין הוא זוגי גם אגף שמאל זוגי    
zyx - או ש: וקיים ′′′ שבדיוק אחד  שלושתם זוגיים או ,,

zyxנניח כי . מהם זוגי ′′′ .  0 - שווים ל לא שלושתם,,
 , אינו אפסהמספרים הללוכי אף אחד מנובע הנחה זו מ

פס אז שלושתם מוכרחים כיוון שאם אחד מהם מתא
zyx המספרים, 0- בהיותם שונים מ. להתאפס ′′′ לא ,,

 אינו גורם 2-יכולים להיות שלושתם זוגיים מפני ש
yz- זוגי ו′x-כן ש-נניח על. משותף להם לפי הגדרתם ′′, 

) חיסור ידי- על .אינם זוגיים )2x′ משני צידי המשוואה 

)()()2'(: האחרונה נקבל 122 xzyxzy k −′′′=′+′  גם .+
2)(y′ 2 וגם)(z′ 144 הם בעלי הצורה 2 ++ nnכן - ועל

אבל אגף ימין , 2 עם שארית 4- אגף שמאל מתחלק ב
 והביטוי בסוגריים ′x( ללא שארית 4- מתחלק ב

zyx כי  המסקנה היא .סתירה). 2-מתחלקים ב ′′′ ,, 
  :כלומר, שלושתם אפס

0  0 ===⇒=′=′=′ zyxzyx
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   בעיות– 8קובץ  
הוא רוצה .  מטבעות זהב44-לראובן יש עשרה כיסים ו .1

שבכל כיס יהיה  לשים את המטבעות היקרות האלה כך
  .של מטבעות השונמספר 

  ?כל לעשות זאתהאם יו  .א
 .מטבעות n-כיסים ו p הבעיה עבורמהי הכללת  .ב

  מעניינת ביותר עבורמדוע הבעיה היא 
( )( )

2
21 −+

=
ppn?      

  כי הערך של עליך לאמת .2

( )!1
...

!4
3

!3
2

!2
1

+
++++

n
n

  

הוא    
2
1

 ,
6
5

 ,
24
23

.  בהתאמהn ,2=n ,3=n=1עבור , 

אפשר להגיע לניחוש (החוק הכללי  מהו הניחוש שלך לגבי 
אם , התבוננות בערכים פרטיים נוספים ידי-עלמוצלח 

   ? איך ניתן להוכיח שהניחוש שלך נכון. )נחוץ

xyuv מה הם ערכי.   3  המספקים את מערכת ,,,
 :המשוואות

16735
168462

162648
16537

−=+++
=+++
−=+++

=+++

uvyx
uvyx
uvyx

uvyx

  

  )?האם יש קיצורי דרך. ומשעממתה אָלְמַהבעיה נראית (

,ארבע  הנקודות   .4  ,  ,  U V H G) בעת הן אר) בסדר זה
ודד רוצה לקבוע את האורך של מ. הקדקודים של מרובע

UVx lGH הוא יודע את האורך של .=  ומודד את =
 : הזוויות
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δγβα =∠=∠=∠=∠ GVHUVGHUVGUH   ,  ,  ,
 :נסייע לו כך

, באמצעות xבטא את נ  .א  ,  ,  ,  lα β γ δ.  
 .מצא דרך לבחון את נכונות התוצאהנ  .ב
איך  ', לתשובה על איתה לך תוכנית ברורהיאם ה  .ג

   ?אפיין אותה במשפט אחד קצראפשר ל
  
 

  רמזים – 8קובץ  

אילו היו לראובן הרבה מטבעות זהב ודאי לא היה קושי   . 1
  . למלא כל כיס באופן שונה מרעהו

  ?לנסח מחדש את הבעיההאם אפשר 

-מהו המספר הקטן ביותר של מטבעות שאפשר לשים ב
ם מספר  כיסים כך שלא יהיו שני כיסים שונים המכילי10

  ?שווה של מטבעות

     ?24, 6, 2  את המכניםזיהיתהאם   .2

  ?בעיה מקבילה?   בעיה קרובה מוכרת לךהאם

על מנת לפתור מערכת כזאת עלינו לצרף את המשוואות   .3
חפש יחסים בין המשוואות כדאי ל .באיזה שהוא אופן

  .שיכולים להצביע על צרוף תועלתי במיוחד

עיות הנדסיות מסוימות מתקבלת ניוטון ציין פעם כי בב  .4
אותה מערכת משוואות באופן בלתי תלוי בבחירת 

לבחור את  בבעיות כאלה יש, לפיכך. יםמהנתונים והנעל
  .הנתונים והנעלמים כך שיהיה קל לערוך את המשוואות

  
  )חלקיים(פתרונות  –8קובץ  

המספר הקטן ביותר של מטבעות בכל כיס הוא   .א  .1
 והמספר ..., 2, 1   באים לפי הסדראחר כך. 0ללא ספק 

לכן המספר הקטן . 9הוא לפחות ) העשירי(בכיס האחרון 
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מטבעות שבאמצעותו ניתן לספק את התנאי ביותר של 
210...459:   הוא =++++.  

  .יכול לעשות זאתלא  לכן הוא , מטבעות44לראובן   

  במקרה הכללי הבעיה פתירה אם    .ב  

2
)1()1(...210 −

=−++++≥
pppn  

  ואין לה פתרון אם     

2
)2()1(1

2
)1( −+

=−
−

≤
ppppn  

   : הכלל הוא  .2
)!1(

11
)!1(

...
!3

2
!2

1
+

−=
+

+++
nn

n
  

  : מצריך הוכחה שn+1 -  לn-המעבר מ  

)!1(
1

)!2(
1

)!2(
1

+
+

+
−=

+
+

nnn
n

  

  או

)!1(
1

)!2(
2

+
=

+
+

nn
n

  

,1שמתקיים עבור     2,  3,...n =  

 בין המשוואה הראשונה שים לב שהקשרמן הראוי ל  .3
האגף . ה והשלישיתיוהרביעית זהה לזה שבין השני

השמאלי של בנות הזוג הוא בעל אותם מקדמים בסדר 
 חיבור ידי- על. הימניים נגדיים זה לזהים יוהאגפ, הפוך

יה לשלישית יהמשוואה הראשונה לרביעית והשנ
  :מקבלים

6( ) 10( ) 0
10( ) 10( ) 0

x u y v
x u y v
+ + + =
+ + + =

  

+=0ומכאן    ux0 -  ו=+ vy.  אם נציב ( )x−  עבורu 
)-ו )y− עבורv נמצא כי,במשוואות המקוריות  :  
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4 4 16
 6 2 16

x y
x y

− + =
− = −

  

  .x ,2=y ,2=u ,2−=v=−2 :כן-עלו  

 ועל xאת המשוואות נחשוב על  בבואנו לערוך  .א  .4
δγβαהזווית     .  כעל נעלםl כעל נתונים ועל ,,,

 ידי- עלמבוטא  GVנמצא את  UVGΔ מתוך 
,  ,  xγ α β+סינוסיםמשפט ה באמצעות.  

, ידי-על מבוטא HVנמצא  VUHממשולש      ,  xγ δ β+ 

קבל את נ GHVΔ ממשולש  .באמצעות משפט הסינוסים
l ידי-על מבוטאGV, HV  ו-δ משפט  באמצעות

,  GV, HVתוך שימוש בביטוים עבור. הקוסינוסים
    :קבליםמ

2 2
2 2

2 2

sin ( ) sin
sin ( ) sin ( )

2sin ( )sin cos           
sin ( )sin ( )

l x α β β
α β γ β γ δ

α β β δ
α β γ β γ δ

⎛ +
= + −⎜ + + + +⎝

⎞+
⎟+ + + + ⎠

  

  במקרה הפרטי שבו  . ב

,  ,  
2
πα δ β γ α β γ δ= = + = + =  

lxהמשוואה שלעיל נותנת אפשר גם . כפי שצריך להיות=
,מקרה שבו להתבונן ב  β γ α δ=  אבל הערך של =

βα ,מקרה שבו בוגם , אינו נתון +  ,  β γ δו -α 
αβγמוצבות במקום  אפשר גם . בהתאמה, δ-  ו,,

  ."בחינת ממדים"לעשות 

  .תפקיד עם הנעלםמחליף אחד הנתונים  .ג  
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   בעיות– 9קובץ  

  תבונן בטבלה הבאה נ .1

                  

           1                         =1
         3+5                      =8
       7+9+11                  =27
  13+15+17+19             =64
21+23+25+27+29         =125

  

 מתמטיהח וסמהו הני? עולה מדוגמאות אלהאיזה כלל 
    ?  תוהוכחמהי ? שלו

הוא מספר  n) n א באורךצלעו של משושה משוכלל הי .2
צלעות -ימשולשים שוו T-מחלקים את המשושה ל. )שלם
שמעבירים קוים  כך ידי-על ,1הוא ם  שלהצלעהאורך ש

 Vיהי . לים לצלעות המשושה במרחקים שוויםמקבי
 מספר Lיהי .  הקדקודים המופיעים בחלוקה כזאתמספר

קו שפה הוא צלע ( קווי  השפה שאורכם יחידה  אחת  
כל , שני משולשים או צלע של משולש אחדמשותפת ל

, n=1עבור . )שנים או יותר משולשים לקדקוד משותף
12,  7,  6 ,שהוא המקרה הפשוט ביותר === TVL. 

,בטא את ל  איך אפשר? הכללימקרה מהו ה     ,  L V T  
  ).עדיף להוכיח את הניחוש, מותר לנחש (n ידי- על

ים או יממש( צוא מספרים  כי אי אפשר למעליך להראות .3
cba) מרוכבים  CBA -   ו,,    :כך שהמשוואה,,

))((222 CzByAxczbyaxzyx ++++=++  

  .x, y, z    ביחס למשתנים בלתי תלוייםהיא זהות    
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  רמזים – 9קובץ  

.  דורש התבוננות מעמיקה– כידוע –גילוי אינדוקטיבי   .1
תבונן במספר הראשון נ. י של כל שוויוןבונן באגף הימינתנ

איזה חוק . ובמספר האחרון בצד שמאל של כל שוויון
  ?עולה בדעתךכללי 

 זה עשוי לעזור לך לגלות את הכלל .שרטט שרטוטרצוי ל  .2
   להוביל אותך לקשרים בין  אובאופן אינדוקטיבי

,  ,  L V T  ל-n.  

   ?האם ניתן לספק את התנאי  .3
?  הנעלמים ערכם שלאת לקצובק כדי ים התנאי מספהא

 ?  מתאימים לחלק את התנאי לחלקיםאפשראיך 
  

  )חלקיים(ת פתרונו – 9קובץ  
 והסכום 3nהוא כנראה הימיני אגף הית –n-בשורה ה   .1

המחובר האחרון .  איבריםnשל באגף השמאלי הוא 
12: אוי - m-זוגי ה-בסכום הוא המספר האי −m באשר 

2
)1( +

=
nn

m.  

שמאל הוא ה המחובר האחרון באגף כן- על  

112 2 −+=− nnm . את המחובר הראשון בסכום ניתן
 הליכה ידי-עלקודם כל : לראות בשתי דרכים שונות

 ידי-על צעדים מהמחובר האחרון או n−1אחורנית
אחד מהמחובר האחרון בשורה קדמות של צעד הת

  :הקודמת

12]1)1()1[(
1)1(2)1(

22

22

+−=+−−+−

+−=−−−+

nnnn
nnnnn

  

  אבל   

)1()3()1( 222 −++⋅⋅⋅++−++− nnnnnn  

 איברים עוקבים בסדרה חשבונית n הוא הסכום של   
  :סכום זה הוא. 2הוא העוקבים שההפרש בין איבריה 
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3
22

2
)1()1( nnnnnn

=−
−+++−

  

 nכילה  מית- n-אפשר לבדוק בדיקה מהירה שהשורה ה(   
  ).2nמצעי בהם הוא אמחוברים שה

-ו, שפה באורך יחידה-יקוו 6n היקפו של המשושה מכיל  .2
6n כן- על. יםקדקוד:  

133)321(61 2 −+=+⋅⋅⋅++++= nnnV  
 המשושה ,דרך מרכזוהעוברים  שלושה אלכסונים ידי- על   

בחינת אחד . צלעות-שווי) גדולים( משולשים 6-מחולק ל
  :תנתמהם נו

26)12531(6 nnT =−+⋅⋅⋅+++=  

בסכום זה כל קו .  צלעות 3T המשולשים יש ביחדT-ל   
ים ו הקו6n- בעוד ש. פעמייםנמנה 1חלוקה פנימי באורך 

  : לכן. לאורך ההיקף של המשושה נמנים רק פעם אחת

nnL
nTL

39
632

2 +=

+=
  

+=+1נובע כי פאונים  ממשפט אוילר על (    LVT.(  

והשוואות של השוויון  פיתוח האגף הימני ידי- על  .3
  :מקדמים מתאימים מתקבל

bAaB
aCcA
cBbC

bAaBaCcAcBbC
abcABCcCbBaA

−=
−=
−=

⇒=+=+=+
=⇒===

0
11

  

  : כפל שלושת השוויונות האחרונים מתקבלידי- על   
abcABCabcABC −=  

.  למה שקיבלנו לעילבסתירה  ,abcABC=0 כן-ועל
  .לפיכך הזהות ההיפותטית בלתי אפשרית
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   בעיות– 10קובץ  

 ארבעה לה יש אשר, אדמה חלקת לקנות מעוניין ראובן .1
-צפון בכיוון בדיוק עוברים גבול ויוק ששני כך גבול ויוק

 .מזרח-מערב בכיוון בדיוק עוברים האחרים והשנים דרום
 יוכל האם. מטר 100 בדיוק אורכו גבול קו כל כן כמו

 כי חיהניש ל(? בישראל כזאת חלקה למצוא ראובן
 ללא כלומר אחת ברמה משטח להיות צריכה החלקה
  ).וכדומה ובקעות הרים

rqp מספרים שלושה אומציש ל  . א .2  שמשוואה כך ,,
  .x  ביחס למשתנהזהות תהיה הבאה

( )22234 91224 rqxpxxxxx ++=+−−+  

" מדויק "ריבועי שורש הוצאת דורשת ל"הנ הבעיה  .ב   
 אפשרי להיות  עשוי זה דבר. 4 ממעלה נתון ינוםמפול

   ?מדוע. אפשרי בלתי זה כלל בדרך אך, שלפנינו במקרה
 צועדים הם ולוי שמעון. יחד מטילים ולוי שמעון, ראובן .3

 כואבת לראובן. בשעה מ"ק pהולך מהם אחד כל. טובים
 קומותמ שני רק בה שיש קטנה מכוניתב נוהג והוא הרגל

 שלושת. בשעה מ"ק cעוברת המכונית). אחד נוסע + נהג(
 מתחילים הם: הבאה השיטה לעצמם אמצו החברים
. ברגל הולך ושמעון ראובן עם במכונית נוסע לוי. ביחד
. ללכת ממשיך יוול לוי את מוריד ראובן מה זמן כעבור
 נוסעים םשניהו, שמעון את לאסוף חזרה חוזר ראובן

 הם זאת בנקודה. לוי את משיגים שהם עד במכונית
 שהיה כפי, צועד ושמעון במכונית נוסע לוי. מתחלפים
  .חלילה וחוזר, בהתחלה

 תשובה( ? שעה במשך יהיהשליש עשה התקדמות ואיז  . א  
  ).מ"בק

 נוסע רק במכונית יש הנסיעה מזמן חלק איזה במשך  . ב  
   ?אחד

-ו p=0 המיוחדים המקרים את בדוקעליך ל  .ג  
cp =.  
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 ראש ":נקרא בפירמידה הבסיס שמול קדקודה  .4
  ".הפירמידה

 נמצא ראשה אם" צלעות שוות "בשם לפירמידה נקרא. א  
 כי חיהוכיש ל .הבסיס יקדקוד מכל שווים במרחקים

 שמרכזו במעגל חסום צלעות-שוות פירמידה של בסיס
 של בעקב כלומר (בסיסה על הפירמידה ראש היטלב הוא

  ).בסיסה אל הפירמידה מראש היורד הגובה

 אם" צלעות שוות "בשם לפירמידה עכשיו נקרא  . ב  
 צלעות מכל ויםוש) אנכיים (במרחקים נמצא ראשה
יש  !) מהקודמת השונה (הזאת ההגדרה סמך על. הבסיס

 מעגל םחוס צלעות שוות פירמידה  של בסיסה כי חיהוכל
  .הבסיס על הפירמידה ראש היטל הוא שמרכזו
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  רמזים – 10קובץ  

  ?  מהי משמעותה?מה השאלה  .1

עליך לפרש את המונחים : י למעשה שאלה של פירושוהז
על גבי כדור הארץ ' שטוח', 'מערב', 'מזרח', 'דרום', 'צפון'

  .כדוריאכן בדיוק בהנחה שהוא 

  ?האם ניתן לספק את תנאי הבעיה  .2
  ?הנעלםערכו של  את די לקצוב כ אם התנאי מספיקה

  ?איך אפשר לפצל את התנאי לחלקים מתאימים

 לרשום רצוי? שוניםאיך אפשר לפצל את התנאי לחלקים   .3
  .אותם

שבה שלושת החברים נפגשים הנקודה בין ההתחלה לבין   
  : שוב יש שלושה מצבים שונים

  ;ראובן נוסע עם לוי  . א
  ;ראובן נוסע לבדו  .ב
  .ראובן נוסע עם שמעון  .ג

123קרא בשם נ ,, ttt למשך זמני הנסיעה בשלושת 

לפצל את התנאי אפשר איך .  בהתאמה'ג, 'ב, 'המצבים א
  ?לחלקים מתאימים

  ? משפט קרוב למשפט זההאם מוכר לך .4

 מסוים אל הצלע קדקודמ, בהובמשולש שווה צלעות הג
שקשור לבעיה זהו משפט . חוצה את הצלע, שמולו

  . באופן בלתי תלוי בה, קודםהנתונה ומוכח 

 להשתמש בשיטת ההוכחה של משפט זה האם ניתן
  ?   לפתרון הבעיה הנתונה

 תסמך חפיפל הצלעות מוכח ע- המשפט על המשולש שווה
 משותפתהצלע ה הוא םשני משולשים ישרי זווית שגובה

  .שלהם
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  )חלקיים(פתרונות  – 10קובץ  

ין לקנות מוגבלת בין שני ידמה שראובן מעונחלוקת הא  .1
-הקשת של מעגל. י אורך ובין שני מעגלים מקביליםוקו

י אורך קבועים הולכת וקצרה ורוחב המגבלת בין שני קו
 מרכז החלקה כן- על. ככל שמתרחקים מקו המשווה

הוא לא . שראובן מחפש מוכרח להיות על קו המשווה
  .ישיג חלקה כזאת בישראל

 השוואת מקדמים של חזקות שוות משני צידי  ידי- על  .א  .2
  :השוויון נקבל

2

22

9,212 
22,24,1

rqr
prqpqp

==−

+=−==
  

בלים שתי שונות בזו אחר זו מקמשלוש המשוואות הרא
,1: מערכות של פתרונות  2,  3p q r= − = −   -  ו=

  1,  2,  3p q r= = = −  

בדרך כלל אי אפשר לספק מערכת שיש בה יותר   .ב  
  . מיםמשוואות מנעל

שמעון ולוי עברו מרחקים , ראובן, שלושת החברים  .א  .3
 כן-על. הגיעם למטרתםוים מרגע צאתם לדרך עד רגע  וש
  )סימון בדף הרמזיםבהתאם ל(

321321321 ctptptptptctctctct ++=++=+−  

        :  יה נותנתיהמשוואה השנ

    31 )()( tpctpc −=−  

pcהואיל ואנו מניחים כי  31 -בע מכאן ש נו,< tt = ,

. שמעון ולוי הולכים בדיוק באותו  זמן, כלומר
    :מהמשוואה הראשונה אנו מוצאים כי

      23 )()( tpctpc +=−  

  :ומכך מתקבל

pc
pc

t
t

t
t

−
+

==
2

3

2

1  

  : ההתקדמות לשעה היאכן-עלו
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pc
pcc

ttt
tttc

+
+

=
++
+−

3
)3()(

321

321  

  .ב  
pc
pc

ttt
t

+
−

=
++ 3321

2  

את '  נקבל בחלק אp=0במקרה הקיצוני שבו   .ג  

 תוצאהה
3
c

 תוצאהאת ה  נקבל' ובחלק ב
3
1

.  

cpאם  ערכים . 0 נקבל 'ובחלק ב c  '  נקבל בחלק א=
  .באופן אינטואיטיבי אלה מתקבלים על הדעת

 n 'מקרה א.  צורותnרמידה הוא מצולע בעל בסיס הפי  .4
. המקצועות הצדדיים של הפירמידה שווים לזה לזה

 nשל )  הפירמידהשהיורדים מרא( הגבהים 'במקרה ב
שרטט את גובהה של נ. הפאות הצדדיות שווים זה לזה

 הקדקודים של nחבר את עקב הגובה אל נהפירמידה ו
 עקב הגובה חבר אתנ ' בה ואילו במקר'הבסיס במקרה א

 nבשני המקרים יתקבלו . הפאות ים של גבהילעקב
 –יש להם צלע משותפת . משולשים ישרי זווית חופפים

' שהוא מקצוע צדדי במקרה א,  והיתר–גובה הפירמידה 
  .בכולםאורך  שווה – 'וגובה הפאה במקרה ב

אי לכך הצלע השלישית במשולשים החופפים מוכרחה גם    
כל השלישית של שהצלע מאחר . כן להיות שווה בכולם

עקב גובה ( מהמשולשים הללו יוצאת מאותה נקודה אחד
באותו מישור וכל הצלעות האלה נמצאות , )הפירמידה

,  רדיוסים של מעגל חוסםnהן יוצרות  ,)מישור הבסיס(
.  בהתאמה'ב-  ו'או חסום בבסיס הפירמידה במקרים א

צבים ניל "הנ הרדיוסים n- נותר להראות ש'במקרה ב
אבל זה נובע ישירות ,  לצלעות המתאימות של הבסיס

  .המרחבידוע בהנדסת ממשפט 
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   בעיות– 11קובץ  

יש .  המשושה שלנתון משושה משוכלל ונקודה במישור  .1
ר ישר דרך הנקודה הנתונה כך שהישר יחלק את יהעבל

  .שטח- לשני חלקים שוויהמשושה 

 בעות שלאם לרשותי מט :האם הטענה הבאה נכונה  .2
,  אגורות50 אגורות ושל 25,  אגורות10,  אגורות5, אגורה

 50 לשלם אוכלבהן  דרכים שונות 50בדיוק לי יש 
מספר המטבעות מכל נקבעת לפי דרך התשלום  (.אגורות

בכמה דרכים  .)בהן משתמשים להרכבת הסכום, סוג
 הבהירה ההצדקמהי ה ? אגורות25שונות אפשר לשלם 

   ?תשובתךל ביותר

משולש נתון  למוסיפים כך שידי- על משושה יש לבנות  .3
 הבנויים שוקיים-  שווי שלושה משולשים חיצונייםוכלשה

. 120◦ בתוזווית הראש שלהם היא , על צלעותיו כבסיסים
י המשושה שאינם קדקודשלושת  נכונה הטענה שהאם

ים של משולש קדקוד הם ,הנתוןהמשולש יו של קדקוד
 ,של המשולש sבטא צלע אחתמספיק ל(? צלעות-שווה

cbaבאמצעות  צלעותיו , צלעות- השוושאמור להיות  ,,  
 שהביטוי יהיה סימטרי  ביחס באופן,  המשולש הנתוןשל
cba-ל ,,.(  

שקלים  10סך .  אנשים יושבים סביב שולחן עגולעשרה  .4
שכל אחד מקבל  פי הכלל-ם עלצריך להתחלק ביניה

יש יותר מדרך אם ה. מחצית הסכום שמקבלים שני שכניו
  . תשובתך אתחיהוכעליך ל? אחת לעשות זאת
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   רמזים–11קובץ  

שהיא קרובה לבעיה הנתונה   בדעתך בעיההאם עולה  .1
 ?בעיה כללית יותר מהבעיה הנתונה ?יותר קלה לפתרון

  ?ןמצא קלה יותר לפתרויאולי היא ת

שניתנת , נתונה בדעתך בעיה קרובה לבעיה ההאם עולה  .2
  ?דומהבעיה ?  בעיה כללית יותר?לפתרון יותר בקלות

בכמה דרכים : פשוטה לחלוטיןדומה הנה למשל בעיה    
 אגורות כשמשתמשים במטבעות nניתן לשלם סך של 

 50- ואגורות   25 , אגורות10 ,אגורות 5, בנות אגורה
 חקירת מקרים ידי-על לפתור בעיה זו אפשר? אגורות

מסמן את מספר הדרכים nE(להלן שפרטיים כמו בטבלה 

  ). אגורות באמצעות חמישה סוגי מטבעות nלשלם 
24 20 19 15 14 10 9  5  4  n 
9  9  6  6  4  4  2  2  1  En 

 השאלה היא כללית  אבל50E-  וב25E-אנו מעוניינים ב  

  .'מבודדת 'אבל עדיין ) nעל פי En  לחשב את(

 -nAא את ומציש ל: פשוטה מאד מאדודומה הנה בעיה    

 אגורות כשמשתמשים אך ורק nהדרכים לתשלום מספר 

)1(. במטבעות בנות אגורה אחת =nA.  

  .ים בו סימון מתאסיהכנלשרטט שרטוט ומועיל לעיתים ל  .3
?   קלידיותבשיטות או? sאיך אפשר לקבל ביטוי עבור    

?  באמצעות טריגונומטריה? בעזרת גיאומטריה אנאליטית
  ?נראית כשיטה המבטיחה ביותרשיטה איזו 

  ?מהו התנאי. ס סימונים מתאימיםיהכנרצוי ל  .4
לחלקו  ?מהו הקשר בין חלקו של כל אחד לחלקיהם של שכניו

?מי מקבל הכי הרבה כסף? של שכנו משמאל
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  )חלקיים( פתרונות –11קובץ  

- על, כל צורה מישורית בעלת מרכז סימטריה מתחלקת  . 1
לשני חלקים ,  קו ישר העובר דרך מרכז הסימטריהידי
 דרך ,פואא,  הקו הנדרש עובר.)כי הם חופפים(שטח - שווי

  .הנקודה הנתונה ומרכז הסימטריה של המשושה

  : אגורות כךnנסמן את מספר הדרכים לתשלום של   . 2

nAאם משתמשים אך ורק במטבעות של אגורה.  

nBאג5- ואם משתמשים אך ורק במטבעות של אגורה ' .  

nC 10 - ו 5, אם משתמשים אך ורק במטבעות של אגורה 

  .אגורות

nDו, 10, 5, אם משתמשים אך ורק במטבעות של אגורה -

  . אגורות25

nE10, 5, אם משתמשים אך ורק במטבעות של אגורה ,

 nE גיון בסימוןי הההאם ברור לך כעת( . אגורות50-  ו25

  )?בשאלה

 10אם לא משתמשים באף מטבע של . nC נתבונן במקרה

אם משתמשים במטבע . nBמספר הדרכים הוא , אגורות

 n−10נשאר סכום של ,  אגורות10אחת לפחות של 
  . אגורות10- ו5,  אגורותידי-עללתשלום  אגורות

=+−10    : לכן nnn CBC  
  :דומהאופן ב

      

50

25

5

−

−

−

+=
+=
+=

nnn

nnn

nnn

EDE
DCD
BAB

  

עבור כל הערכים השלמים נוסחאות אלה נשארות נכונות 
  אם מגדירים   nשל 

100000 ===== EDCBA  

0,   0, באשר <===== nEDCBA nnnnn .

 הערכים של הנוסחאות מאפשרות חישוב
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nnnnn EDCBA  ידי-עלבאופן רקורסיבי כלומר  ,,,,

 או לאותיות nית לערכים נמוכים יותר של הליכה אחורנ
דרך זאת מביאה אל . האנגליבית - לףקודמות של הא
אשר מכילה בין היתר גם ערכים עבור , הטבלה הבאה

( )2525 DE   .50E-ו=

50 45 40 35 30 25 20 15 10 5 0 n 
1  1  1  1  1  1  1  1  1  1 1 An 

11 10 9  8  7  6  5  4  3  2 1 Bn 
36 30 25 20 16 12 9  6  4  2 1 Cn 
49 39 31 24 18 13 9  6  4  2 1 Dn 
50 39 31 24 18 13 9  6  4  2 1 En 

  

.  המשולש הנתון שלaצלע ה הזווית שמול αתהי    . 3
הצלעות השוות של המשולשים שווי השוקיים 

 הן בעלות אורך c, bשבסיסיהם 
3

,
3

bc
.  בהתאמה

 בו הזווית משולש sשתיים מהצלעות הללו יוצרות עם 

 היא sמול 
3
πα   :וסינוסיםמשפט הק לפי .+

)
3

cos(23 222 πα +−+= bccbs  

נשתמש במשפט הקוסינוסים עבור המשולש הנתון כדי 
Tbcנסמן  .αcosbcלבטא את  2sin =α באשר T הוא 

לה ניתן על סמך שני הביטויים הא. הנתוןשטח המשולש 

⎟ לקבל ביטוי עבור
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

3
cos παbc . אם נציב אותו

Tcbas : נקבל, לשוויון דלעיל 346 2222 +++=  
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הביטוי   a, b, c - ב סימטריהוא Tביטוי זה של  הואיל ו
כן שלוש צלעות -  ועלa, b, c-גם הוא סימטרי ב s עבור

י המשולשים שווי קדקוד ידי- עלהנוצר , המשולש
  .שוות זו לזו, השוקיים

 ,a, b -  האנשים סביב השולחן וA, B, C, D, …, Jיהיו    .4
c, d, …, j בהתאמהשקיבלו   הסכומים .B יושב לימינו 

חוק . J לימינו של A, ...כן הלאה וB לימינו של A ,Cשל 
  : החלוקה ניתן לרשום כך

2
,...,

2
,

2
,

2
bjaecddbccab +

=
+

=
+

=
+

=  

  פתרון ראשון  
  :מהמשוואות שלעיל נובע כי

jacdbcab −==−=−=− ...  
 מזה של שכנו כלומר שהסכום שכל אחד מקבל גבוה

מידה זאת מוכרחה להיות אפס . משמאל באותה מידה
)()()(...)(0 - מפני ש =−++−+−+− jacdbcab,  

  . שווה - יש רק דרך אחת לחלוקת הכסף והיא לחלק שווה    

   פתרון שני

 .מוכרח לקבל את הסכום הכי גדול) או מישהם(מישהו 
 קטנים או שווים a, .., jלכן כל המספרים . Bנניח שזהו 

  , בפרט. b-ל

0,0 ≥−≥− abcb  

)(אבל לפי תנאי הבעיה  cbab   לכן . −=−−

0=−=− cbab.  

 Cוגם , המכסימלי מקבל גם הוא את הסכום Aכלומר 
a...,  לפיכך. וכך הלאהDוגם  b c j= = = =.  
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   בעיות–12קובץ  

שתי . ה ספריםשלושאוסף הבולים של ראובן מורכב מ .1
שביעיות , בספר ראשוןנמצאות ם עשיריות מהבולי

שלוש ( בולים 303 בספר השני ויש –אחדות של בולים 
? כמה בולים יש לראובן. בספר השלישי) מאות ושלושה

 )?הנעלםערכו של האם התנאים מספיקים לקציבת (

ת שלושריבועי אם -  של טטראדר נקרא תלתדקדקו .2
. המקצועות הנפגשים בקדקוד זה מאונכים אחד לשני

ש הפאות הקובעות ושל של  A,B,C שטחים ים ננתו
 Dא את השטח ומצעליך ל. ריבועי בטטראדר-קדקוד תלת

-זאת שנמצאת מול הקדקוד התלת, של הפאה הרביעית
, לדעתך מקבילהאיזו בעיה בהנדסת המישור . (ריבועי

  )? לבעיה זאת

, ה חיתוכים ישריםשלוש ידי- על, חלק משולש נתוןיש ל .3
שת וושל( מהם משולשים לשבעה חלקים שארבעה
אחד מהחלקים המשולשים  .)הנותרים הם מחומשים

ת שלושכל אחד מ. ה החיתוכיםשלוש ידי-עלנוצר 
 אחת מצלעות המשולש ידי- עלהמשולשים הנותרים נוצר 

 .הנתון ושני חיתוכים

ר את שלושת החיתוכים כך ובחהאם אפשר ל  .א
תאר עליך ל. שארבעת המשולשים הנוצרים יהיו חופפים

שרטט לוחיתוכים ה של  את אופן הביצוע הברור  צורהב
  .שרטוט מתאים

איזה חלק משטחו של המשולש הנתון מהוה השטח   .ב
בחיתוך שבצעת בחלק  של כל אחד מארבעת המשולשים 

מיוחדת  של  צורה   להיות מועיל  לבחון קודם עשוי('? א
 ). קל במיוחדיהיההפתרון עבורה   ,המשולש הנתון
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   רמזים– 12קובץ  

  ?מהו התנאי ?מה הם הנתונים? מהו הנעלם  .1

  ?מהו הנעלם  . 2
איך ניתן לקבל סוג זה .  של משולש הוא הנעלםDהשטח   

שטחו של משולש ניתן לחישוב באמצעות ? של מידע
 אורכי a, b, cיהיו . נוסחת הרון אם ידועות הצלעות

 את מחצית ההיקף s-הצלעות ונסמן ב
2

cbas ++
= .

2))()(( אזי csbsassD −−−=  

 הן במשולשים ישרי הזווית ששטחיהם  a, b, cהצלעות   
A, B, Cיהיו הניצבים של משולשים אלה .   בהתאמה

   -   כך שp, q, rבעלי אורכים  
222222222 qpcprbrqa +=+=+=  

  : הנוסחאותידי-על  נתונים A, B, Cכמו כן השטחים    

pqCrpBqrA
2
1,

2
1,

2
1

===  

 ומערכת של שבע D, a, b, c, p, q, rנו שבעה נעלמים לפני  
 פתרון –ין בעיה יאבל יש עד. ב אותםומשוואות לקצ

לא כל כך המערכת נראה סבוך ביותר ונוסחת הרון 
  . גישה אחרת, פואא, ננסה. מעודדת לשימוש

    השטח של משולש -   ?מהו נעלם  
ר  הדרך המוכרת ביות– ?איך ניתן לקבל סוג זה של מידע

:לפי הנוסחה לחישוב שטח היא 
2

ahD  צלע a באשר, =

 מה .משולשה שטח D,  גובה לצלע זוה h, המשולש
  ?בו להשתמש מנסים לשרטוט וh יםסיכנקורה אם מ

 יותר לגשת ה קשורה לנתונה שקליעהאם עולה בדעתך ב  .3
  ?בעיה יותר מיוחדת?  לפתרונה
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  )חלקיים( פתרונות – 12קובץ  

.  שביעיות בספר השני   y שמהם בוליםxלראובן יש   .1
  הם מספרים חיוביים שלמים  y-וx המספרים 

  :המקיימים את התנאי

xyxx
=++ 303

710
2

  

   כן- על  

y
x

528
101753

−
⋅⋅⋅

=  

זוגי כי הוא -יבאגף ימין מוכרח להיות חיובי אמכנה ה  
דבר זה מותיר שלוש . זוגי-מחלק את המונה שהוא אי

נותן מכנה שהוא ) 5(רק האחרון . y=5,3,1: אפשרויות
לכן הנעלמים נקצבים באופן יחיד . המונהאת מחלק 

5=y 3535  -ו=x.  

ריבועי חותך -  התלתקדקוד ודרך הhמישור העובר דרך   .2
ניצב , h שיש לו יתר זווית-ישראת הטטראדר במשולש 

 aשהוא הגובה הניצב לצלע , k נגיד , והניצב השניpאחד 
  כן -על. Aבמשולש ששטחו 

222 pkh akA -   ו=+
2
1

=  

ahD - הואיל ו       - יוצא משני השוויונים האחרונים ש2=
222222222 )()(4)(4 pqrpApkahaD ++=+==  

 4-שימוש בשתי משוואות נוספות מהרמזים וחילוק ב
   שוויוןלבסוףנותן 

2222 CBAD ++=  

  . בגיאומטריית המישורלמשפט פיתגורסמקביל שהוא   

זה של ,  הפרטי הפשוט ביותרנתייחס תחילה למקרה  .3
סימטריה מוליכה להשערה . צלעות-ווהמשולש ש

 יהיו גם הם המשולשיםשבמקרה זה ארבעת החלקים 
אז צלעותיהם של החלקים , אם כך הדבר. צלעות- שווי
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ילות לצלעות המשולש  מוכרחות להיות מקבהמשולשים
דבר זה מוביל לתצורה הפותרת את המקרה . הנתון

שווה המשולש הכללי כמו גם את המקרה הפרטי של 
 ארבעת מקבילים לצלע של המשולש  דיי-על: הצלעות
 5- נחתוך כל אחת משתי הצלעות האחרות ל, הנתון

לגבי כל צלע (ש פעמים ונבצע בניה זאת של. קטעים שווים
 25- בכך נקבל חלוקה של המשולש ל). של המשולש הנתון

 25- מ. משולשים חופפים הדומים למשולש הנתון
 אלה נוציא בנקל את ארבעת המשולשיםמשולשים 

 של 1/25השטח של כל אחד מהם הוא , הנדרשים בבעיה
  !)כחהיחידות הפתרון לא הוּ. (השטח של המשולש הנתון
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   בעיות– 13קובץ  

באורך ספינתו ומכפלת גילו של רב החובל במספר ילדיו  .1
לרב החובל יש , אורך הספינה נתון במטרים. 32118היא 

אך טרם גילו עולה על מספר ילדיו , גם בנים וגם בנות
 ךאורלו ומהו יש כמה ילדים , מהו גילו.  שנה100מלאו לו 

שת ושל( .עליך לנמק תשובתך? ספינתו של רב החובל 
  ).המספרים הדרושים הם שלמים

  :פתור את המערכת הבאה יש ל .2

4
5

0
8

x y u
y u v
u v x
v x y

+ + =⎧
⎪ + + = −⎪
⎨ + + =⎪
⎪ + + = −⎩

  

  !חפש קיצור דרך מן הראוי ל

דול ג...  שת הובכל משולש סכום של": נתבונן בטענה .3
 במקום שלוש הנקודות יםביצאם מ. "ממחצית ההיקף

  :בזה אחר זה
 גבהים  )א
 תיכונים  )ב
  ויותוחוצי ז  )ג

כל אחת האם .  וש טענות שונותשל כך ידי-עלמתקבלות 
את ח יהוכעליך ל ?היא טענת אמת או טענת שקרמהן 

  .תשובתך

nn!3!32!21!1:   נשים לב לכך שהסכום .4 +⋅⋅⋅+++  

,1הוא      5,  23, ,1   עבור   119   2,  3,  4n .    בהתאמה =
  ?מהו הכלל 

 לפני ניסוח לבחון מקרים פרטיים נוספים מומלץ
  . טענתךאת ח יהוכל עליך.השערתך
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   רמזים– 13קובץ  

גיל רב החובל ,  מספרי הילדיםx, y, zיהיו ?  מהו הנעלם   .1
: ל הבעיה כךאפשר לחשוב ע. ואורך הספינה בהתאמה

  .(x, y, z) מספרים שלישיית הנעלם הוא 

 ? את תנאי הבעיה לחלקים שונים דיהפראיך אפשר ל    
  ?לרשום אותם

 המקיימים 1- הם שלמים חיוביים שונים מx, y, z  .א   
32118=xyz.  

1004  .ב   <<≤ yx.  
  ?בקלותיותר לטיפול ניתן '  ב', התנאים אמשני איזה    

 לפתור מערכת כזאת יש למצוא דרך לצרף את כדי  .2
 x, y, u, vשל תמורה שים לב לכך שכל נ. המשוואות

משאירה את אגפי שמאל של המערכת זהים לאגפי שמאל 
לטפל סימטריה זאת מציעה . של המערכת המקורית

  .בארבע המשוואות באופן סימטרי

לגשת  לחשוב על בעיה קרובה שקל יותר אם אפשרה  .3
  מה משותף לכל שלוש ?על בעיה כללית יותר?  אליה

. שוויון-כל טענה מתייחסת לאי?   להכלילניתןה? הטענות
  ? משפט שיוכל להיות שימושימוכר לךהאם 

תבנית אחידה   ישה. גילוי אינדוקטיבי מצריך התבוננות  .4
  ?בהם התבוננתמקרים הפרטיים ל
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  )חלקיים( פתרונות – 13קובץ  

 לגורמים ראשוניים ונקבל 32118רק את נפ  .1
1015332 יש רק שש דרכים לפרק מספר זה . ×××

  .1- שה גורמים שכולם שונים מולמכפלה של של

535332202533
3035321061013
1591012101536

××××
××××
××××

  

101536רק הפירוק הראשון      4מכיל שני גורמים בין  ××
 ואורך 53בן הוא ,  ילדים6 לרב החובל יש כן- על. 100-ל

  . מטר101ספינתו 

vuyxsהביטוי   .2 של תמורה שנשמר עם כל , =+++

vuyx חיבור ארבע  ידי- ל עs=3 מקבל ערך ,,,,
צטמצמת המערכת לארבע  כך מידי- על. המשוואות

  :המשוואות הבאות

4
8

0
5

=−
−=−

=−
−=−

vs
us
ys
xs

  

   כן-עלו   
7,5,3,2 −==−== vuyx  

כאשר שלושת . אמיתיות' ג' טענות ב, שקרית' טענה א  .3
מונחים שלושת התיכונים ושלושת חוצי הזוויות , םהגבהי

כפי שקורה בכל המקרים פרט לגבהים (בתוך המשולש 
 ,A: לפנינו המצב הבא) זווית-ישר או  זוויתבמשולש קהה

B, C י המשולשקדקוד הם ,,  ,  A B C′ ′  הן נקודות ′
 ועלינו לבחון את ,פנימיות על הצלעות הנגדיות בהתאמה

CCBBAA: הסכומים המתאימים מאחר . ′+′+′
שהסכום של כל שתי צלעות במשולש גדול מהצלע 

  :השלישית קיים
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ACCAAA
ABBAAA

>′+′
>′+′

  

    : חיבור נקבלידי- על   
CAABBCAA +>+′2  

  :דומהובאופן   

BCCAABCC
ABBCCABB
+>++′

+>+′

2
2

  

     
  :שוויונים נקבל-איהשת ו חיבור שלידי- על   

CABCABCCBBAA ++>′+′+′ )(2  
נכונה למשולשים חדי ' נכונות וטענה א'  ג,' טענות בכן- על  

נתייחס למשולש שווה ' כדוגמא נגדית לטענה א. תוזווי
-שואף ל A-כש. A וזוויות הבסיס שלו bשוקיים שבסיסו 

 A  זווית, 2b- ואילו ההיקף שואף ל0- ל כל גובה שואף 0
  .'א מפריכה את טענה 0-די קרובה ל

  :  המקרים הפרטיים מעלים את ההשערה  .4
1)!1(!3!32!21!1 −+=+⋅⋅⋅+++ nnn  

  :ניתן להוכיח זאת באינדוקציה מתמטית או באופן הבא  

( ) ( ) nnnnnnn !!1!!!1 =−+=−+  

,1עבור , כן- על    2,  3,  ...,  n n=מתקיים  :  

!)!1(!
................

!3!43!3
!2!32!2

!1!21!1

nnnn −+=

−=
−=
−=

  

  .חיבור משוואות אלה נותן את התוצאה הנדרשת   
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   בעיות– 14קובץ  
. רחוב אותו של שונים בקצוות גרים וארנון אליעזר .1

 וארנון, ארנון של ביתו אל חבילה להעביר צריך אליעזר
   .אליעזר של ביתו אל חבילה להעביר צריך

 אחד כל, קבוע בקצב והולכים זמן באותו מתחילים הם   
 הנחת עם מיד כלומר להשתהות בלי לביתו חוזר מהם

   .מיועדת היא שאליו במקום החבילה
  מטר  aבמרחק וארנון אליעזר נפגשו הראשונה בפעם   

 מביתו מטר b במרחקשנייה ה ובפעם אליעזר של מביתו
   .ארנון של

  ? מהו אורך הרחוב    .א  
  ?הרמ יותר הולך מי ,b=400 -  ו  a=300    םא   .ב  

 בצורה מונחות) שווים עיגולים  (אגורות 10 של מטבעות .2
 המישור (גדול מאד-מאד  שולחן פני על מאורגנת
  :ארגון צורות שתי נבדוק ).האינסופי

, אחרות מטבעות בארבע נוגעת מטבע כל ,בראשונה  
 המטבעות מרכזי את המחברים הישרים ויםווהק

  .שווים לריבועים המישור את מחלקים בזו זו שנוגעות
 ויםווהק, אחרות מטבעות בשש נוגעת מטבע כל,  בשנייה  

 בזו זו שנוגעות המטבעות מרכזי את  המחברים הישרים
  .שווים צלעות- שווי למשולשים המישור את מחלקים

 מטבעות ידי-על המכוסה המישור שטח את חשבעליך ל  
  .המקרים משני אחד בכל

 אז 1-מ גדול שלם מספר ואה n אם: חיהוכיש ל .3

11 −−nn ב מתחלק -( )21−n. 

 באופן הנתון (משולש של צלע כל על) חיצוני (ריבוע בנהנ .4
 הריבועים שלושת של קדקודים ששה אותם). שרירותי
, המשולש קדקודי עם מתלכדים אינם אשר, שבנינו
, כמובן, הז משושה של צלעות שלוש. משושה יוצרים
 כל כי יש להראות. המשולש של המתאימות לצלעות שוות
 אחד לכפלים שווה האחרות הצלעות משלוש אחת

 . התיכונים
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   רמזים–14קובץ  
  ?מהו התנאי?   מה הם הנתונים?   מהו הנעלם  .1
  ? לרשום משוואה שמבטאת חלק מהתנאיהניתן   
זכור כי משוואה מבטאת את אותה כמות בשני יש ל   

  .ופנים שוניםא

 מה הקשר בין אחוז המישור .שרטט שרטוטכדאי ל  .2
 חדאל  המטבעות לבין האחוז של כידי-עלהמכוסה 

-עלהמכוסה מהריבועים השווים או המשולשים השווים 
  ?המטבעות  ידי

 הוא n  כי ההנחה היא–? מהי המסקנה? מהי ההנחה  .3
  :היאהמסקנה . 1-מספר שלם גדול מ

)()1(1 21 nPnnn −=−−  

  .n-הוא מספר שלם התלוי בnP)(אשר ב

  ס בו סימון מתאיםיהכנלו, שרטט שרטוטכדאי ל  .4
  ?2:1 להראות שהיחס בין קטעים הוא ניתןאיך 
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  )חלקיים( פתרונות – 14קובץ  

 :נשתמש בסימון הבא  . 1
  .עבור ארנון v ,עזריעבור אל u:מהירות

עבור הזמן שבין התחלת ההתקדמות לבין  1t:זמן
  ,הפגישה הראשונה

      2t עבור הזמן שבין התחלת ההתקדמות לבין הפגישה 
  .היהשני
  . עבור אורך הרחובd :מרחק

  :מתקיים

bdvtadvt
bdutaut
−=−=

+==
2,

    ,

21

21
  

 ביטוי ידי- על. א
v
u

  : נקבל,  בשתי דרכים שונות

                                             
bd

bd
ad

a
−
+

=
− 2

    

bad: כן- על −= 3  

 :עזר צועד יותר מהריאל. ב  
2
3

=
v
u

.  

במקרה הראשון   .2
4

100π
במקרה השני , 

32
100π

 או  

מעבר משולחן .  בהתאמה%69.90-  ו%54.78במקורב 
 ערב את מושג הגבול אךלמישור אינסופי מ) ריבועי(גדול 

  . התוצאה היא אינטואיטיביתאנו לא עומדים על כך כי 

11 המנה של1- גדול מnאם , קודם כל  .3 −−nn1 - ו−n 

132: היא ++⋅⋅⋅++ −− nnn nn  
 n−1 הצבת ידי- עלנתייחס לסכום זה כאילו התקבל   

  : בפולינום xעבור 

1)1(...)1()1()( 32 +++++++= −− xxxxR nn  

למשל באמצעות נוסחת ( x לחזקות שלxR)(בפיתוח של    

)0(1 הוא x-החופשי מהאיבר , )הבינום −= nRכן- על ו   
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1)()( 3 −+⋅= − nxxQxR n  

3)(באשר    xQn− 3 הוא פולינום מדרגה−n שמקדמיו 

  :ונסכם x עבור n−1כשיו נציב ע. שלמים

)]1)1([)1(

]1)1()1()[1(
)1()1(1

3
2

3

1

+−−=

−+−⋅−−=
−−=−

−

−

−

nQn

nnnQn
nRnn

n

n

n

  

 ,a, bויהיו , ים של המשולש הנתוןקדקוד ה  A, B, Cיהיו .   4
c נסמן ב. אורכי הצלעות הנגדיות בהתאמה- a′ את 

שרטטים אם מ. aאורך הצלע של המשושה הנמצאת מול 
 רואים כי ,במקרים קיצונייםומתבוננים שרטוטים שונים 

amaיש להוכיח של תיכון  הוא אורך הma באשר ′=2

ABCΔ המגיע לצלע שאורכה a. נאריך את AC עד D כך 
bAD -ש ~'עכשיו . B עם Dנחבר ו = CAACDB ΔΔ  

maAA כך BCא נקודת האמצע של  הי′A באשר -על. ′=

  -ו BD -  מקביל לma שאורכו ABCΔ התיכון של כן

 
2

BDam =.  

cbaהמשולש שצלעותיו הן באורך אבל      למשולש חופף′,,

ABCΔ) כן-על . .)צ.ז.צ:  

2
aam
′

=.  
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   בעיות–15קובץ  

 התיכון הספר- בית מולהנמצאת  כתיבה מכשיריל בחנות .1
. העט ח"ש 50-ב במינם מיוחדים יםעט למכירה הוצעו
 ,החנות בעל רצון את השביע לא המכירה וקצב הואיל
 שהיו יםהעט כל את מכר ואז  העטמחיר תא הוריד הוא
 המחיר היה מה. ח"ש 3,193 של כולל סכום עבור לו

 ) ?הנעלםערכו של האם התנאי מספיק לקציבת (? המוזל

אחד מ שמרחקה כך מלבן בתוך נמצאת P הנקודה .2
 הנגדי מהקדקוד מרחקה, מ"ס 5 המלבן של יוקדקודמ

 הנקודה מרחק מה. מ"ס 10 ומהשלישי מ"ס 14
 ? הרביעי דקודמהק

 :                                           ח את הזהותיהוכעליך ל .3

                                
sincos cos cos

2 4 8 8sin
8

α α α α
α⋅ ⋅ =  

 של פנים הם 8 ,חופפים צלעות -שווי משולשים 12 מתוך .4
 של פנים הם וארבעה )תמנון (משוכלל אוקטאדר
 נפח בין היחס את אומצליש . )ארבעון (משוכלל טטראדר

  .הטטראדר לנפח האוקטאדר



  אוסף בעיות רמזים ופתרונות     : יה וקילפטריקלפו                                   54
 

 

   רמזים– 15קובץ  

  ?מהו התנאי?   מה הם הנתונים?   מהו הנעלם  .1

 בדעתך בעיה קשורה לזאת שהיא קלה יותר האם עולה  .2
  ?בעיה כללית יותר?  לפתרון

 מונחת בתוך מלבן Pהנקודה : הנה בעיה כללית יותר
הם )  סיבוב השעוןבכוון(ומרחקיה מארבעה קדקודים 

dcba cba באמצעות dחשב את יש ל. ,,, ,,.  

האם יש זהות   ? משפט הקשור לענייןמוכר לךהאם   .3
  ?פשוטה יותר אך מקבילה לזאת

הנעלם הוא היחס בין הנפח של אוקטאדר  - ?מהו הנעלם  .4
מה יש . משוכלל לבין הנפח של טטראדר משוכלל

 פניהם עשויים – ?וקטאדר ולטטראדר במשותףלא
  . מקצועותיהם שווים; צלעות חופפים-ממשולשים שווי

האם ידועה לך  ? לנסח מחדש את הבעיההאם יש דרך
חשב את הנפח של אוקטאדר משוכלל ושל דרך ל

  ?מקצועטטראדר משוכלל כשנתון אורך ה

פתרון  .ס סימון מתאיםיהכנלשרטט שרטוט ורצוי ל
 תצור"דסת המרחב פעמים רבות תלוי בבעיה בהנה

רית הפותחת פתח ליחסים ישומה) צורת היסוד" (המפתח
  .חשובים

  

  )חלקיים( פתרונות – 15קובץ  

 מלאיח  ויש לסוחר " שxהסימון של המחיר המוזל הוא   .1
 :ידוע כי.  עטיםyשל 

50<x193,3-ו=⋅ yx    

103313193אבל    הוא מכפלה של שני3193כלומר =⋅
כן יש לו בדיוק ארבעה מחלקים -מספרים ראשוניים ועל

  . שלמים
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. x=31 או x=1 הוא מספר שלם אז x- שאם מניחים
  .x=31 אז x<1 - ש גםאם מניחים

yxyx מארבע צלעות המלבן P יהיו מרחקיה של  .2 ′′,,, 
  :אם בוחרים בהתאם את הסימון מקבלים. בסדר מעגלי

     
222222

222222

,
,

yxdxyc
yxbxya
′+′=′+=

+=+′=
  

2222 כן-עלו     dbca +=+  
14,10,5במקרה שלנו   === cba    

  ,לפיכך    

11
121196100252

=
=+−=

d
d

  

cbaים לב כי הנתונים  שחשוב ל    אינם d הקוצבים את ,,
','מספיקים לקציבת הצלעות  xxyy   . של המלבן++

αααנציב בזהות הידועה   .3 cossin22sin  את  =

2
,

4
,

8
ααα

  :נקבל. α עבור

sin sinsin 2 4cos ;cos ;cos
2 4 82sin 2sin 2sin

2 4 8

α α
α α α α

α α α= = =  

אחרי ביטולים של , נקבל, ל את שלוש המשוואותאם נכפו  
אילו היינו . את הזהות הדרושה, האיברים המתאימים

,  משוואות עוקבות במקום השלוש שלעילn-ממשיכים ל
  : המכפלה הייתה נותנת

sin8
2 4 2 2 sin

2

cos cos cos cos n
n

n

α α α α
α⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =…
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לשער את הנוסחה : אחרתלפתרון גם אפשר לגשת   
  .נדוקציההכללית הזאת ואחר כך להוכיח אותה באי

 אורך a,  נפח הטטראדרT,  נפח האוקטאדרOי יה  .4
  . המקצוע

ידי - את האוקטאדר אפשר לחלק על:פתרון ראשון   
מישור מתאים לשתי פירמידות משוכללות שהבסיס 

הגובה של כל . 2aהמשותף שלהן הוא ריבוע בעל שטח 

צורת היסוד המישורית  (a⋅2פירמידה כזאת הוא 
-עלו) הנזכרת ברמזים עוברת דרך האלכסון של הבסיס

    :כן
3

2
23

2
32 aaaO =⋅⋅=      

של הטטראדר ודרך ) hשאורכו (ר מישור דרך הגובה יעבנ  
החתך . מקצוע שיש לו נקודת קצה משותפת עם הגובה

הגובה ידי - ק עלמחול) שהוא צורת היסוד המישורית כאן(
                  :זווית שמהם אנחנו מקבלים-  ישרילשני משולשים

  
3

2
6

3
2

3
6

32 2222

22 aaaaah =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=  

  כן-עלו

12
2

3
2

2
3

23
1 3aaaaT =⋅⋅⋅=  

  :לבסוף   
TO 4=  

 הוא בעל 2a  הטטראדר המשוכלל שמקצועו :פתרון שני  

ארבעה מישורים שכל אחד מהם עובר דרך . T32נפח 
 קדקודשה מקצועות בעלי ומצע של שלנקודות הא

מחלקים את הטטראדר הזה לארבעה , משותף
וטטראדר , Tטטראדרים משוכללים שכל אחד נפחו  

  :כן-על. Oחמישי שנפחו 

TOTOT 484 =⇒=+  
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   בעיות– 16קובץ  

zyx בנעלמים משוואות 3 מערכתלפניך  .1   ?מהו הפתרון. ,,

11464573221342134
670213457322134
7866213421345732

=++
=++
=++

zyx
zyx
zyx

  

 שתתה שרון. מים יבקבוק 44 זוגות ארבעה שתו חם ביום .2
 מר. בקבוקים 5 ודפנה 4 שתתה נורית, 3 שתתה בתיה, 2

 אחד כל אך, אשתו כמו בקבוקים מספר אותו  שתה מושב
 שתה דוןלונ מר: אשתו מאשר יותר שתה הגברים מיתר

 ארבעה פי הדר ומר שלושה פי בונה מר, כפליים
 שמות את רשום (מי של אשתו היא מי .בקבוקים
 ).הגברות של המשפחה

zyx בנעלמים משוואות שלוש של מערכת לפניך .3 ,, 

)cba  ?מהו הפתרון שלה, )נתונים ,,

cxyzyzxz
bxyzxyzy
axyzzxyx

=+

=+

=+

2222

2222

2222

  

 מצולע הואשלה  הבסיס אם משוכללת נקראת פירמידה .4
 לפירמידה. הבסיס כזבמר הוא שלה הגובה ועקב משוכלל
 רבע אהי שטחומידת ש משושה בסיס יש משוכללת

 הפירמידה גובה. הפירמידה של S הפנים שטחמידת מ
  .h ידי- על S את בטאיש ל. h הוא
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   רמזים– 16קובץ  

תור מערכת כזאת יש לצרף את המשוואות על מנת לפ  .1
המערכת של שלושת האגפים השמאליים . בדרך כלשהי

zyx- היא סימטרית ביחס ל  כלומר היא אינה משתנה ,,
zyxתחת תמורה של  לטפל בכל הצעה  מכאן עולה .,,

  .שלוש המשוואות באופן סימטרי

)4!24( מלכתחילה מוגבל ברור שמספר האפשרויות  .2  אך =
  .בחון את כולן הכרחי ל בתבונה לא נוהגיםאם

  .ולרשום אותם, יד את התנאי לחלקיו השוניםהפרכדאי ל
,יהיו : הסימון הבא יכול לסייע , ,m l b h מספרי 

 הדר ובונה, לונדון, וקים ששתו גברת משבהבקב
  .בהתאמה

צעד טבעי ראשון יהיה לבודד ולחלץ את  .1  רמז לשאלה'ר  .3
אך דבר זה ,  חילוקידי-על באגף ימין xyzהמכפלה 

מחייב לבדוק תחילה את המקרים שבהם מכפלה זאת 
  .מתאפסת

. ס סימון מתאיםיהכנול, שרטט שרטוטלעיתים מועיל ל  .4
תלוי , הפתרון לבעיה בהנדסת המרחב פעמים רבות

  .תח מישוריתבצורת מפ
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  )חלקיים( פתרונות – 16קובץ  

zyx -הביטוי הסימטרי הפשוט ביותר ב  .1 .  הוא סכומם,,
  :  חיבור שלוש המשוואות נקבלידי- על

20000100001000010000 =++ zyx  

2=++ zyx  

4268213421342134 חיסור  ידי- על   =++ zyx מכל
לים מערכת חדשה של שלוש אחת מהמשוואות אנו מקב

  : משוואות וכשפותרים אותה מתקבל

2,1,1 =−== zyx.  

ניתנים  האפשר בנקל להפריד את התנאי לשני חלקים.    2
  : שתי משוואות כךידי-עללביטוי 

14
2 3 4 30

m l b h
m l b h
+ + + =
+ + + =

 

 מקבלים   יהישנ חיסור הראשונה מהידי- על  
2 3 16l b h+ + -ם אישניה h- וl  ה כידבר המרא, =

 יש רק ארבעה מקרים כן- על. ם זוגייםשניהזוגיים או 
  :אפשריים הטעונים בחינה

8 ( 3 ) / 2
3 5 1
5 3 1
2 4 1
4 2 3

l h b l h= − +
−

  

  כן-על. רק המקרה האחרון הוא קביל

2, 3, 4, 5h b l m= = = =  

  .משב  ודפנהנורית לונדון, נהובבתיה , הדר שרון: והגברות הן
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נותנת ) או השלישית(שנייה משוואה ההx=0אם .3

022 =zyואז לפחות עוד אחד מהנעלמים מתאפס  .
zyxלפיכך או ששלושת הנעלמים   לא מתאפסים או ,,

אם שני משתנים . ם מהם מתאפסיםישלפחות שני
  . תקיימים משוויוניםה, כלשהם מתאפסים

 ידי-על. תנים אינו אפסנתבונן במקרה בו אף אחד מהמש
  :חילוק מקבלים את המערכת

        

        

       

zx xy a
y z

yz xy b
x z
yz zx c
x y

+ =

+ =

+ =

  

 2-  וחילוק ב חיבור שלוש המשוואות האלוידי- על
  :מקבלים

2
cba

z
xy

y
zx

x
yz ++

=++  

 משלוש המשוואות של ממשוואה זאת נחסר כל אחת  
  :המערכת הקודמת ונקבל

2

2
cba

y
zx

cba
x
yz

+−
=

++−
=

    

2
cba

z
xy −+

=  
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  :    היאהמכפלה של שלוש משוואות אלו

  (*)             
8

)()()( cbacbacbaxyz −++−++−
=             

 מהמשוואות של המערכת הקודמת נחלק אותה בכל אחת
  ,לאחר הוצאת שורש ריבועי, ונקבל

2
)])([(

2
)])([(

2
)])([(

2/1

2/1

2/1

cbacbaz

cbacbay

cbacbax

+−++−
=

−+++−
=

−++−
=

  

עלינו לקחת בחשבון את שני הערכים בהוצאת  שורש    
נניח כי . רה פרטי המבטיח לקחיםנתרכז במק. ריבועי

cba על פי .  הם אורכי שלוש הצלעות במשולש כלשהו,,
 היא חיובית xyzלעיל המכפלה (*) המשוואה המסומנת 

רק ארבע אפשרויות עבור הסימנים מתקבלות  כן-עלו
  :והן

+−−+
−+−+
−−++

z
y
x

  

  
הפירמידה ודרך נקודת האמצע ה ר מישור דרך גוביעבנ .4

החיתוך של . ה שלבסיסהשל ) aבאורך ( הצלעות של אחת
שוקיים -מישור זה עם הפירמידה הוא משולש שווה

אורך , hגובהו : שיוכל לשרת כצורת המפתח המישורית
הוא הגובה של אחת מדפנות  l באשר (lהשוק הוא 

 הגובה של אחד  הואb באשר (b2ובסיסו ) רמידההפי
 הצלעות החופפים המרכיבים את מששה המשולשים שווי
  ). הבסיס של הפירמידה
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  :שטח בסיס הפירמידה הוא

2
6

4
abS

=  

  :הפירמידה הואשל פנים השטח   

2
6

4
3 alS

=   

   כן-עלו
bl 3=  

    
   שימוש בצורת המפתח המישורית נקבלידי- על

2222 9blbh ==+  
  כן-עלו  

8

2
2 hb =  

  אנו יודעים גם כי

2
2

2

4
aab =+  

  כן-עלו  

63
4 22

2 hba ==  

  לפיכך   

312 2habS ==  
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   בעיות– 17קובץ  

 פתור את המערכתיש ל .1

36243
36342

22

22

=+−

=+−

yxyx
yxyx

  

dcba כל אחד מארבעת המספרים .2  הוא חיובי וקטן ,,,
 יש להראות שלא כל ארבע המכפלות הבאות גדולה. 1- מ
 :1- מ

( ) ( ) ( ) ( )addccbba −−−− 14  ,14  ,14  ,14  

כפי ( ריבוע חיצוני זווית-ישרבנה על כל צלע של משולש נ .3
חבר את נ). שבדרך כלל עושים להמחשת משפט פיתגורס

הזווית הישרה של המשולש אל מרכז הריבוע י קדקוד
חבר את מרכזי הריבועים של שתי נהבנוי על היתר ו
 כי שני הקטעים יש להראות. הצלעות האחרות

 :המתקבלים בדרך זאת הם
  מאונכים זה לזה  .א
 בעלי אותו אורך  .ב

 aחמישה מקצועות של הטטראדר הם בעלי אורך  .4
 .bוהמקצוע השישי אורכו 

בטא את רדיוס הכדור החוסם את עליך ל  .א
  . b- וaהטטראדר באמצעות 

כדי '  אכיצד אפשר להשתמש בתוצאה של סעיף  .ב
של (לקצוב באופן מעשי את הרדיוס של משטח כדורי 

 ?)עדשה למשל
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   רמזים– 17קובץ  

. ל לנחש אבל עליך למצוא את כל הפתרונותפתרון אחד ק  .1
ידיעה בהנדסה אנאליטית אינה נחוצה לשם פתרון 

  ? כיצד–אך יכולה לעזור בהבנת התוצאות , הבעיה
 שים לב כי המערכת היא סימטרית ביחס לשני הנעלמים נ   

x, y .  

 המכפלות סימטרית ביחס שים לב כי הקבוצה של ארבענ  2
dcba -ל סימטריה זאת צריכה באיזשהו אופן . ,,,

  .להשתקף בפתרון

נסמן את . ס סימון מתאיםיהכנל ו שרטט שרטוטרצוי ל  .3
CBAי המשולש קדקוד  הזווית קדקוד הוא C באשר ,,

CBAיהיו . הישרה ′′′ מרכזי הריבועים הבנויים על  ,,

ABCABCהצלעות   C בשרטוט שהכנת . התאמה ב,,
BAנראה כמונח על הקו   איזשהו יתרון נראה לךהאם . ′′
  ?בהוכחת השערה זאת

 הפתרון .ס סימון מתאיםיהכנולשרטט שרטוט רצוי ל  .4
צורת מפתח "לבעיה בהנדסת המרחב תלוי פעמים רבות ב

  ". מישורית
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  )חלקיים( פתרונות – 17קובץ  

מצוא את נקודות החיתוך של שתי אליפסות עלינו ל  .1
yxסימטריות זו לזו ביחס לקו , חופפות חיסור . =

22המשוואות נותן  yx יש ארבע נקודות חיתוך . =

( 2,2) (2, 2) (6,6) ( 6, 6)− − − −.  

dcba- המכפלות היא ביטוי סימטרי במכפלת ארבע  .2 ,,, .
  : וכל להראות כיאם נ

1)1(4)1(4)1(4)1(4 ≤−−−− addccbba  
  . 1-ינבע מכך שלא כל ארבע המכפלות גדולות מ

10,10,10,10ידוע כי     <<<<<<<< abcd . נתבונן

4)1(במכפלה  aa  שהיא חיובית מפני שגורמיה −
ניחוש מובן מאליו הוא ? מהו המכסימום שלה. חיוביים

ל עבור  והוא מתקב1-שהמכסימום שווה ל
2
1

=a . על

   -שים לב שנמנת לאמת זאת 

0)21()1(41 2 ≥−=−− aaa  

מתקבל רק עבור ושוויון 
2
1

=a .המכפלות , במקביל

4 (1 ) , 4 (1 ) , 4 (1 )b b c c d d− −  גם כן חיוביות ולא −
  . 1עולות על 

    ,לפיכך   
1)1(4)1(4)1(4)1(4 ≤−−−− ddccbbaa  

  :    הגורמים שינוי בסדרידי-עלו   
1)1(4)1(4)1(4)1(4 ≤−−−− addccbba  

∠′=∠′=° - מאחר ש  .א  .3 45CBACABו    - °=∠ 90C  ,
C מונחת על הקטע BA ′′.  

  ABCΔו  - CAB ′Δ ניתן לחסום . ם ישרי זוויתשניה
 ∠BCC'-   ו∠ACC'ות זווי. ABאותם במעגל בעל קוטר 

  .  הן שוותכן- עלכולאות קשתות שוות של המעגל 
   ,לפיכך  
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°=′′∠=′′∠ 90CCACCB  

cbaאם צלעות המשולש הן בעלות אורך . ב    הרי ,,

 אורכו ′CBשהקטע 
2

b
אורכו   ′CAטע הק, 

2
a

 ולכן  

BAאורך הקטע   הוא ′′
2

)( ba +
 .  

 אז .b בריבוע על הצלע A שמול קדקוד הDיהי 
ADBCAC Δ′Δ הזוגות של זוויות מתאימות  (~
  לכן ). חופפות

ADDBACCC :: =′  

 גם הוא בעל אורך CC' -ו  
2

)( ba +
 .  

של המקרה הכללי בו , באמצעות טרנספורמציות, הוכחה(
-96 'עמ] 22 [ נמצאת בזווית- ישרהמשולש איננו בהכרח 

97(.  

 ונקודת האמצע  b נעביר מישור דרך המקצוע שאורכו. א   .4
M ישור זה עם החיתוך של מ.  המקצוע הנגדישל

הטטראדר הוא משולש שווה שוקיים שיכול לשמש 
ושוקיו הן , bבסיסו הוא בעל אורך ": צורת המפתח"כ

באורך 
3

2
a)  גבהים של הפאות שוות משמשות כהן

: לכן גובהו, )השוקיים של הטטראדר
2 23
2

a b−
לפי . 

 הכדור החוסם נמצא על של Oהמרכז , שיקולי סימטריה
 של בסיס B עם נקודת האמצע Mהישר המחבר את 

 Cעם המרכז  Oכמו כן הישר המחבר את . המשולש הזה
ניצב , של אחת הפאות שוות השוקיים של הטטראדר

של ) או תיכון( מחלקת  כל גובה Cהנקודה . לפאה הזאת
 אורכו CMלפיכך . 1:2הפאה שוות השוקיים ביחס 
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3
6

a . משולשOCMדומה לכל משולש בחלוקה של  

לכן היחסים של צלעות . MB ידי-על" צורת המפתח"
  : אזי OB האורך של הוא xאם . מתאימות שווים

2 2

2 2

3 3
2 2

3 3
6 2

a b x a

a ba

− −
=

−
  

  מקבלים x אם פותרים משוואה זו בנעלם

2 2

2 2

2
2 3

a bx
a b
−

=
−

 

  :אז, סם הוא הרדיוס של הכדור החוrאם 

2 2

2 2

4
2 3
a a br

a b
−

=
−

  

3b לציין שהמכנה מתאפס עבור יש a= . מקרה גבול"זהו" 

3b : מתקייםיהכי עבור הטטראדר הנדון בבע a<.  

 מכשיר ידי- של משטח כדורי ניתן לקצוב עלאת הרדיוס . ב
יוצרות את הקדקודים שבו ארבע נקודות מאורגנות כך שהן 

צלעות בעלי צלע משותפת -של שני משולשים חופפים שווי
אורך הצלע של  יהי. לאורך הצלע הזאת" תלויים"ש

אם שמים את ארבע הנקודות במגע עם . a המשולשים האלה
בין שתי נקודות b  המשטח הכדורי ומודדים את המרחק

אפשר להשתמש , שאינן נקודות קצה של הצלע המשותפת
די לחשב את רדיוס כ, שהתקבלה בסעיף הקודם וצאהבת

  .ותידי ארבע הנקוד- הכדור הנקבע על



  אוסף בעיות רמזים ופתרונות     : יה וקילפטריקלפו                                   68
 

 

   בעיות– 18קובץ  

 הם  b - ו  a ,היתר אורך הואc  , זווית-ישר במשולש .1
 אורך הוא d -ו האחרות הצלעות שתי של האורכים
  כי הוכח . החסום המעגל של הקוטר

a + b =c + d 

2    הביטוי כי חיהוכיש ל  .  2 2 2( 1)( 4)n n n−  -ב מתחלק     −

  .n=3,2,1...,   עבור 360

 תשלושב המשוואות שלוש מערכת של הפתרונות כל  מהם. 3
  :  x , y , z הנעלמים

2 2 2

2 2 2

2 2 2

5 6 8( ) 36
6 5 8( ) 36
5 6 8( ) 36

x y z yz zx xy
x y z yz zx xy
x y z yz zx xy

+ + + + + =

+ + + + + =

+ + + + + =

  

     .)פתרון אחד קל למצוא(       

 וגובה ,משוכלל משושה הוא ישרה מנסרה של הבסיס .4
 נפח. בבסיס החסום המעגל לקוטר שווה מנסרהה

 היחס  מהו.משוכלל אוקטאדר של לנפח שווה המנסרה
  ?הגופים שני של הפנים שטחי בין
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   רמזים–18קובץ  

  .מהו המעגל החסום של משולש .חזור אל ההגדרותנ  .1

  ? משפט שיכול להביא תועלת לךרמוכהאם  

   ?מהי המסקנה  .2

אבל לביטוי יש תכונה לא . 360- הביטוי מוכרח להתחלק ב
שלושת גורמיו ניתנים לפירוק כך : כך רגילה-כל

  .שמתקבלת מכפלה של שישה גורמים

היא סימטרית ביחס המערכת ש לכךשים לב ראוי ל  .3
zyx לשלושת הנעלמים סימטריה זאת צריכה . ,,

  .להשתקף בפתרון בדרך כלשהי

וגם אותו , פאותשווה של  ני הגופים יש מספרשמאחר של  .4
 מהם יש שטח פנים יותר איזהלשער לאפשר אולי  , נפח
פחות חשובה מהדרך בה היא ,  של השערתךנכונותה. קטן

  .תיבחן
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  )חלקיים( פתרונות – 18קובץ  
  
ם משתים כל קדקוד של המשולש מרוחק מרחקים שווי .1

של צלעות המשולש עם המעגל מבין שלוש נקודות השקה 
CBA- נסמן ב. בוהחסום  הקדקודים שמול  את ,,

cbaהצלעות  קדקוד  (C-אזי המרחק מ.  בהתאמה,,
אל כל אחת משתי נקודות ההשקה ) הזווית הישרה

הקרובות ביותר אליו הוא 
2
d

  אל כל אחתB-המרחק מ, 

⎟ משתי נקודות ההשקה הקרובות אליה הוא
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
da ,

 לשתי נקודות ההשקה הקרובות ביותר A-והמרחק מ
  :הוא

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
db.  

cdbda -מתוך כך ש =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

22
  

dcba : נובע כי +=+  
  
  :   נרשום את הביטוי מחדש כך:פתרון ראשון  .2

)]2()1()1)(2[( ++−− nnnnnn  
עים הוא מכפלה של חמישה ובהביטוי בסוגרים המר

532360נזכור כי  .עוקביםמספרים  23 בין חמישה . =⋅⋅

 מחלק 5 ולכן 5-מספרים עוקבים אחד חייב להתחלק ב
אחד מחמשת המספרים , כמו כן. את הביטוי הנידון

 ולפחות עוד אחד נוסף 4העוקבים הוא כפולה של 
פלה מכאן שהמכ. זוגיגם הוא מהחמישה חייב להיות 

823 - מתחלקת ב  הוא כפולה של nאם , בנוסף לכך. =

- ואז הביטוי כולו מתחלק גם ב9 הוא כפולה של 2n אז 3
 הם n+1 -  וn−2 -  אז או ש3 איננו כפולה של n אם .9
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 ושוב 3 הם כפולות של n+2- וn−1 - או ש3כפולות של 
 5 ,8 ,9-מאחר שהביטוי מתחלק ב. 9- הביטוי מתחלק ב

הביטוי חייב להתחלק , ולמספרים אלה אין גורם משותף
  .360גם במכפלתם שהיא 

6!3602- הואיל ו:יפתרון שנ          :    מתקיים=⋅
2 2 2( 1)( 4)

360
[( 3) ( 3)]( 2) ( 1) ( 1) ( 2)

6!
3 2

6 6

n n n

n n n n n n n

n n

− −

+ + − + + − −
=

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 המנה כן-עלהמקדמים הבינומיים הם מספרים שלמים ו

360
)4)(1( 222 −− nnn

  . ל"מש.  היא מספר שלם

  
,  מהראשונההשנייהנחסר לפי הסדר את המשוואה   .3

השלישית מהשנייה והראשונה מהשלישית ונקבל מערכת 
  :חדשה

2 2 2

2 2 2

2 2 2

5 4 0
 5 4  = 0
 4 5 0

x y z
x y z

x y z

− + + =

− +

+ − =

  

 הכפלת המשוואה הראשונה ידי-על 2zאפשר לחלץ את 

 ידי- על 2xאפשר לחלץ את .  והוספתה אל השנייה 4 -ב

)- הכפלת המשוואה השנייה ב  והוספתה אל −4(
  .השלישית

222מכאן נקבל      zyx  המקורית הצבה במערכת. ==
  : פתרונות8 נותנת
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         (1,1,1), ( 1, 1, 1)
(3, 3, 3), ( 3,3,3), ( 3,3, 3)
(3, 3,3), ( 3, 3,3), (3,3, 3)

− − −
− − − − −
− − − −

  

הבסיס .  מחוג המעגל החסום בבסיס המנסרהrיהי   .4
צלעות שצלעותיהם בעלות -מורכב משישה משולשים שווי

אורך 
3

2r
3:  המנסרה הואנפח.  

2

342
3

6 rrr
⋅=⋅⋅  

  
  : שטח הפנים של המנסרה הוא

222
2

31238342
3

26
3

62 rrrrrr
⋅=⋅+⋅=⋅⋅+⋅

  
 האורך של מקצועו של אוקטאדר משוכלל שנפחו aיהי    

334 r . את האוקטאדר אפשר לחלק לשתי פירמידות

 וגובהן הוא aחופפות שבסיסן המשותף הוא ריבוע שצלעו 
 נפח כן- על. aמחצית האלכסון של ריבוע שצלעו 

  האוקטאדר הוא

3
3

2 34
3

2
23

12 raaa ⋅==⋅⋅  

ra   -ו    6=  .  
    שטח הפנים של האוקטאדר הוא 

  222 31263232
22

38 rraaa
⋅=⋅=⋅=⋅  

  .  שטחי הפנים של שני הגופים שוויםכן-עלו  
, ואותו נפח פאות כשנתונים שני גופים בעלי אותו מספר

ניתן באופן טבעי לצפות לכך שאם אחד מהם משוכלל 
  .יהיה לו שטח הפנים הקטן מבין השניים
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   בעיות–19  קובץ

 לה יש . ריבועי בסיס בעלת ישרה מנסרה צורת יש לעוגה .1
 גובה). הצדדיים הדפנות גבי על וגם למעלה (קרם ציפוי

 הוא מנסרהה
16
5

 את חתוךאיך אפשר ל . הבסיס צלע של 

 עוגה כמות אותה יש חלק שבכל כך חלקים 9- ל העוגה
 להיות צריך חלקיםה 9- מ אחד ?ציפוי של כמות ואותה
 העליון צדה על ציפוי עם ריבועי בסיס בעלת ישרה מנסרה
 של צלע לבין זה חלק של הגובה בין היחס מהו . בלבד
 על מתקבל שרטוט עם, מדויק תיאור עליך לתת? בסיסו
  .החלקים 9 כל של, הדעת

 :שלם ריבוע הוא הבאה  בסדרה מספר כל כי חיהוכיש ל .2

 ... ,44448889 , 444889 , 4489 , 49  

 ארבעה יש, ליארציונ במספר מבוטא המשולש שטח אם .3
 הן הצלעות שלוש כל: עליהם לחשוב שאפשר מקרים
 יםישת או ליארציונ מספר ידי-על  שמבוטא אורך בעלות

. ליארציונ הוא אורכה מהצלעות אחת אף או אחת או
 שכללכך ) עדיפות – פשוטות (דוגמאותעליך לאתר 

  .אפשריים אכן המקרים ארבעת

, )A (אלגברה: נושאים השלושב נבחנו תלמידים  41 .4
 כמה מראה הבאה הטבלה. )C( כימיה, )B( ביולוגיה
  :שלהם צירוף

ABC BC AC AB C B A המקצוע 

1 3 6 2 8 5 12 
 מספר
 הנכשלים

 השלוש מהם, בביולוגיה נכשלו סטודנטים 5, למשל(
 שתושלב נכשל תםשלושמ אחד, בכימיה גם נכשלו

 תשלוש בכל הצליחו תלמידים כמה). מקצועותה
  ?המקצועות
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 אורך  dויהי, משולש של הצלעות אורכי  a, b, c  יהיו  .5
  . cהשאורכ הצלע שמול הזווית חוצה

  .  a, b, c באמצעות d את בטאיש ל  .א

 ככל רבות בדרכים שקיבלת הביטוי את בדוקעליך ל  . ב
 ).'וכד  פרטיים מקרים, גבול מקרי ידי- על (האפשר
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   רמזים– 19קובץ 

     ?מהו הנעלם  .1

היחס בין הגובה של מנסרה ישרה לבין צלע של בסיסה 
אם מחשבים ?  איך אפשר לקבל דבר כזה. הרביעי

ביטויים עבור שני הגדלים אפשר למצוא את היחס 
איך אפשר לקבל ביטויים ?   מהם שני הגדלים. ביניהם
  ?עבורם

איזו ?  בסדרהn-בר ה מהו האי?מהו המקרה הכללי  .2
 ?השערה עולה בדעתך לגבי השורש הריבועי החיובי שלו

  ?לבחון השערה זאת אפשר איך

,  לבחור את הדוגמא שלך לכל מקרהניתן לך חופשהואיל ו  .3
  . כדאי לבחור במשולש ששטחו קל לחישוב

תבהיר את הרעיון המונח מאחורי  ה דיאגראמואיז  .4
ות להצליח או להיכשל מה הן האפשרויות השונ? העניין

 דרך סימטרית למנות האם יש? בכל שלושת המקצועות
  ?קטגוריהמספר האנשים שנכשלו בכל את 

חוצה . ס בו סימון מתאיםיהכנלשרטט שרטוט ורצוי ל  .5
לשני קטעים שאת אורכיהם  c מחלק את הצלע d הזווית
לחלק הראשון יש נקודת קצה .  בהתאמהq- וp-נסמן ב

cba יש לנו שלושה נתונים .bשני עם  ולaמשותפת עם  ,, ,

dqp שלושה נעלמים המקורי : ושלושה משולשים ,,

  .d ידי- עלושניים קטנים יותר שנוצרים 
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  )חלקיים( פתרונות – 19קובץ  

גובה ). העוגה(אורך הצלע של בסיס המנסרה  sיהי  .1

תונה הוא נההמנסרה 
16
5s

הנפח הוא , 
16
5 3s

 ושטח הפנים 

המצופה בקרם הוא )  פאות5(
4

9 2s
עבור המנסרה . 

שטח הבסיס הוא ) פיסת העוגה(הדרושה 
4

2s
 והנפח הוא 

)916(
5 3

⋅
s

הנפח ושטח שהוא המנה של  הגובהלכן . 

 הוא ,הבסיס
36
5s

צלע הבסיס של המנסרה המבוקשת . 

הוא 
2
s

:   היחס המבוקש הואכן- על. 
18
52

36
5

=⋅
s

s
.  

נסמן ריבוע נוסף ) הריבוע(על החלק העליון של העוגה 
. שמרכזו מתלכד עם מרכז החלק העליון של העוגה

 הקטן יותר מקבילות לצלעות הריבוע צלעות הריבוע
. אורך של צלעות הריבוע הגדולההגדול ואורכן מחצית 

קטעים מחברים את הקדקודים המתאימים ואת נקודות 
  . האמצע של הצלעות המתאימות

 החלקים עם ציפוי מהצד הוא מנסרה ישרה 8- מכל אחד
, שתי המנסרות. שממנה חותכים מנסרה קטנה יותר

-ישרהן בעלות בסיס שהוא משולש , הגדולה והקטנה
  .  שווה שוקייםזווית

 סיבוב החלק הריבועי ידי- עלפתרון אחר אפשר לקבל 

  .45D-סביב מרכזו ב

, על פי נוסחת הסכום של טור גיאומטרי: פתרון ראשון  .2
   ספרות בסדרה הוא n2המספר בעל 
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2 1

1 2 1

1

2

9 8(10 10 ... 10 )
4(10 10 ... 10 )

1 (8 4 10 ) (1 10 ... 10 )

(10 1) 2 10 11 4(10 2)
(10 1) 3

n

n n n

n n

n n
n

−

+ −

−

+ + + + +

+ + +

= + + ⋅ + + +

⎛ ⎞− ⋅ +
= + + = ⎜ ⎟− ⎝ ⎠

  

  זהו ריבוע שלם מפני שהמספר

67...666
9

)110(61
3

)1102(
=

−
+=

+⋅ nn

    

  . ספרותnהוא מספר שלם בעל 

  ניסוי עם דוגמאות אחדות: פתרון שני
222 667444889,674489,749 ===  

י הוא בעל הצורה   - n-מוביל להשערה שהמספר ה
 n יש בדיוק  החזקהבבסיסש למספר באשר )666...67(2

אפשר ,  הוכחהידי-עללאשר את ההשערה על מנת . ספרות
  להתחיל מציון העובדה 

669...46667667...666
002...40006667...666

=⋅
=⋅

  

 צריך לעקוב אחרי תבנית הכפל של מספרים ןלאחר מכ
  .שלמים בכתיב עשרוני

      צלעות           שטח          .3

3 4 5 6
11 1 2
2

2 2 2 1

3 2 4 2 5 2 12
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ת נוספות אך משולשים שאינם ישרי יש דוגמאות רבו   
  .זווית הם פחות נוחים

בעיקרו של דבר בודקים כאן שלוש   :פתרון ראשון  .4
, קבוצות ,A B Cעלאם כל קבוצה מיוצגת .  וחיתוכיהן-

או ליתר דיוק ,  ווןתדיאגראמ( נקודות בתוך עיגול ידי
פף שכל אחד מהם חו, ליםוגישלושת הע, )ילרמעגל או

. זורים א8- את המישור ליםמחלק, בחלקו את האחרים
הוא , זה שמחוץ לשלושת המעגלים, איזור אחד מהשמונה

הבעיה היא למצוא את . של המישורבלתי מוגבל חלק 
זור אם נתחיל מהא. השייכים לאזור זהמספר התלמידים 

כלומר מהקצה הימני של (לים וגיהמשותף לשלושת הע
כלומר לכיוון ( ונעבוד כלפי חוץ ,)שורת המספרים הנתונה

נוכל לחשב כמה תלמידים , )שמאל של השורה הנתונה
  .נמצאים בכל איזור

 את קבוצת התלמידים שאינם שייכים X- נסמן ב  
 X את החיתוך של הקבוצות XY-נסמן ב, Xלקבוצה 

. X את מספר התלמידים בקבוצה X][- ונסמן בY-ו
מספר התלמידים באיחוד של שלוש הקבוצות 

CBA   ידי- עלנתון ,,

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

1 2 5 1 0 1 5 15

ABC ABC ABC ABC

ABC ABC ABC

+ + + +

⎡ ⎤+ + ⎣ ⎦
= + + + + + + =

  

  לכן  .וזה מספר התלמידים שנכשלו בנושא אחד או יותר  
מספר התלמידים שהצליחו בכל הנושאים הוא  

261541 =−.   

  :פתרון שני  

מספר .  בסימון שבו השתמשנו בפתרון הראשוןנשתמש
  :ידי- על נתון גם   A, B, Cהתלמידים באיחוד של 
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    [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

        [ ]

A B C
AB AC BC

ABC

+ +
− − −

+
  

סופרים , תלמיד המשתייך לאחת משלוש הקבוצות בלבד
.  אחת בשורה העליונה ולא בשום מקום אחראותו פעם

מונים אותו פעמיים , תלמיד ששיך לשתי קבוצות בלבד
. בשורה הראשונה ומחסרים פעם אחת בשורה השנייה

ותלמיד המשתייך לשלוש הקבוצות סופרים שלוש פעמים 
בשורה הראשונה מחסרים שלוש פעמים בשנייה 

את כל  הביטוי שלעיל מכיל כן-עלומוסיפים בשלישית 
כל אחד בדיוק פעם , התלמידים שצריך לספור אותם

  ).והוא ניתן להכללה למספר גדול יותר של קבוצות(אחת 

  :אם ניישם את הביטוי הכללי למקרה שלנו נמצא כי

12 5 8
2 6 3
1
15

+ +
− − −
+
=

  

- מידים נכשלו במקצוע אחד או יותר ועלשר תלע- חמישה   
261541 כן   .ו את שלושתם בהצלחה תלמידים עבר−=

השאלה קלה יותר אם זוכרים את אחד המשפטים   .א  .5
 q- וp ,הבסיסחלקי  :מהגיאומטריה האוקלידית האומר

מתייחסים זה לזה כמו , הזווית- חוצהידי-עלהנוצרים 
  : כלומרb- וaהצלעות הסמוכות להם 

b
a

q
p
=  

p- הואיל ו     q c+    : נקבל=

ba
bcq

ba
acp

+
=

+
= ,  
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משפט הקוסינוסים פעמיים לשני משולשים ניישם את   
 a שמול הצלע  αם מכילים את  הזווית שניהשונים ש

  : נקבלו, במשולש המקורי

α

α

cos2
cos2

222

222

bqqbd
bccbd

−+=

−+=
  

 2d וחילוץ αcos  אלימינציה   של ידי-עלמכאן   
  :מקבלים

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

2
2 1

ba
cabd  

 ניתן לגילוי פט  הנזכר מהגיאומטריה האוקלידיתהמש(  
ריגונומטריים בשלושת הט שימוש ביחסים ידי- על

ט הסינוסים הוא נובע ממשפ, למעשה. המשולשים
  ).המיושם פעמיים  לשני המשולשים הקטנים

שווה  הוא אז המשולש הנתון, a=b  אם:מקרה פרטי .ב  
  : והנוסחה נותנת cשוקיים  עם בסיס 

4

2
22 cad −=  

 אזי c  אם המשולש מתנוון והופך לקטע:מקרה גבול
a+b=cהנוסחה נותנת  וd=0 .פשר גם לבחון אתא 

  .)202-205עמודים , ]17[' ר( .יםמימדה מבחינתהנוסחה 
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   בעיות– 20קובץ 
 שאל האורח את –" ?כמה ילדים יש לך ובני כמה הם" .1

  .המורה למתמטיקה
 םהגילימכפלת  "– ענה המורה –" יש לי שלושה בנים"   

ם הוא כמספר הבית בו אנו הגילי וסכום 72 היא שלהם
  ".גרים

חזר , האורח הלך להביט בשלט המואר שבכניסה לבית   
 אמר לו –" נכון". "אי אפשר לפתור את הבעיה":  ואמר
 –אבל  אני מקווה  שכשבני הבכור ישרת בצבא " - המורה

  ".יהיה שלום
  .התשובהנמק את יש ל –? בני כמה הבנים   

ואורך היתר  S הוא זווית-ישרידוע כי שטחו של משולש  .2
. על כל אחת מצלעות המשולש בונים ריבוע חיצוני. c הוא

מכילה נתבונן בצורה ההנדסית הקמורה הקטנה ביותר ה
יה י גומידי- עלהצורה הנוצרת (את שלושת הריבועים  

לא משוכלל שיש לו צלע ( זהו משושה –) הדוקה סביבם
ואחת הצלעות הנותרות היא , משותפת עם כל ריבוע

  ? שטח המשושהמהו). cכמובן באורך 

, , 1 יהיו .3 yx  הצלעות של משולש ונניח כישלושאורכי : 
1≤≤ yx. תהי הנקודה ( )yx, תקואורדינאטובעלת 
yx,הנקודה המייצגת את המשולש,  במישור קרטזי .

שרטט בבהירות את קבוצת הנקודות לתאר בדיוק ועליך ל
  :ל מייצגת את"שבמובן הנ, במישור

        ; הנתוניםהמשולשיםכל . א   
        ;קייםמשולשים שווי שו.  ב   
      ; זוויתימשולשים ישר.   ג   

  ;משולשים חדי זוויות. ד  
  .משולשים קהי זוויות. ה  
אתר נקודות נוספות במישור המייצגות משולשים  בעלי   

  .תכונות אופייניות נוספות

   שארית החילוק של הפולינוםמהי .4
8149259 xxxxx xx     בפולינום ++++ −3?  
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  רמזים – 20ץ  קוב

איך אפשר לחלק את התנאי לחלקים שונים ולרשום  .1
  ?אותם בהתאם

  :אפשר להבחין בארבעה חלקים
  מכפלת הגילים של הבנים  .א
 סכום הגילים  .ב
 היותה בלתי פתירה, הערפול המאפיין את הבעיה  .ג
שהקשר שלה עלול להיעלם מעין (העובדה   .ד

 .שאחד הבנים הוא הבכור) הפותר

  ?מהו הנעלם .2
האם יש ? איך ניתן לקבוע דבר מסוג זה. שטח המשושה

  ?מספיק נתונים כדי לקצוב את ערכו של הנעלם

 ?מהו הנעלם .3
- וארבע תת(A) קבוצת נקודות: יש חמישה נעלמים

 ידי-על –? איך אפשר לאפיין קבוצה כזאת. קבוצות שלה
ידי היחסים - על, שיעוריהן של הנקודות השייכות לקבוצה

  .בין השיעורים הללו

  ?עלםמהו הנ .4
  . פולינום אחד בשניהשארית הנותרת אחרי חילוק

  ?האם אפשר לנסח את הבעיה בדרך אחרת
  עלינו למצוא.r(x)- ואת השארית בq(x)נסמן את המנה ב

  -כך ש, 2שדרגתו לא עולה על  r(x) פולינום 
9 25 49 81

3( )( ) ( )
x x x x x

q x x x r x
+ + + +

= − +
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  )חלקיים( פתרונות –20קובץ  

 לשלושה 72רוקים של עשר הפי- את כל שניםרושמים .1
מוצאים שהסכום . מיםגורמים ובודקים את סכום הגור

 14 על עצמו פעמיים הוא היחיד החוזר
)662,833( ובת האורח הייתה הואיל ותש. ⋅⋅⋅⋅

הואיל .  14מספר הבית הוא , פתרון- שהבעיה אינה בת
   .8, 3, 3ולמורה יש בן בכור האפשרות היחידה היא 

המשושה מורכב משלושה .  אורכי הניצבים,baיהיו  .2

222ריבועים בעלי שטח  ,, abc ומארבעה משולשים 

עזר - ויאפשר להוסיף קו. Aשכולם שווי שטח 
שבאמצעותם יוכח כי לאחד משני המשולשים קהי הזווית 

או , a ובסיס b ולשני יש גובה b ובסיס aיש גובה 
  :    נומטריהשמשתמשים בטריגו

)180sin(
2
1sin

2
1

2
1 ββ −=== acacabA  

  :  שטח המשושה הואכן- על

AcAcba 424 2222 +=+++  

,)1,1,()1,0(משולש בעל קדקודים   .א  .3
2
1,

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 וצלעות 

,1של הישרים  == yyx 1 באשר>+ yx.  

  . x=y, y=1 על הקווים' שתי צלעות של משולש א  .ב

122 של מעגל קשת  .ג   =+ yxבתוך משולש א '.  

  .'שמעל לקשת ג' חלק של משולש א  .ד  

  .'שמתחת לקשת ג' חלק של משולש א  .ה  



  אוסף בעיות רמזים ופתרונות     : יה וקילפטריקלפו                                   84
 

 

הנקודה .  מייצגת משולש שווה צלעות)1,1(הנקודה   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2
1,

2
1

. זווית-ישר מייצגת משולש שווה שוקיים 

⎟הנקודה 
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

2
3,

2
1

 מייצגת את המשולש בעל 

°°°זוויות שעל הקו ' והצלע של משולש א, 90,60,30

1=+ yxמייצגת את המשולשים המנוונים .  

 בחילוק הפולינומים היא פולינום מדרגה xr)(השארית .   4

  :  לפיכך, 2שאינה עולה על 
2)( cxbxaxr ++=  

  : ואז  
238149259 ))(( cxbxaxxxqxxxxx +++−=++++

  
  : בהתאמהx=−1,0,1זה נותן עבור   

5
  0
  5

a b c
a
a b c

− = − +
=
= + +

  

0,5,0   כן-עלו    === abc והשארית היא x5.  
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