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3nהשפעת נגזרות מסדר    של פונקציהעל תמונתה הגרפית 

  .שלה היעד כה עסקנו בקשרים שבין תכונות של פונקציה לבין תכונות הנגזרת הראשונה והנגזרת השני

יש  זו הבתשובה לשאל ?נגזרות נוספות בחקירת פונקציה עשוי לגלות תכונות נוספות של הפונקציה לובשי האם

, היעלי ,כגון, ויזואליותוולתכונותיו הבהיבט גלובלי מתייחסים לגרף כולו . היבט גלובלי והיבט לוקלי: שני היבטים

 ,כגון, בהיבט לוקלי מתייחסים לאיתור ואפיון נקודות מיוחדות. מטהוקעירות כלפי  קעירות כלפי מעלה, ירידה

, וירידה של פונקציה בתחוםה ייעלעל , בהיבט גלובלי, יתהנגזרת הראשונה אחרא. נקודות קיצון ונקודות פיתול

ובהיבט , על קעירות פונקציה בתחום, בהיבט גלובלי, הנגזרת השנייה אחראית. על נקודות קיצון –ובהיבט לוקלי 

)()( איזה מידע טמון בנגזרת השלישית: השאלה הטבעית הראשונה היא. על נקודות פיתול –לוקלי  xf בהיבט  3

 ?על התמונה הגרפית של פונקציה שלישיתהנגזרת המה יכולה לספר , במילים אחרות? גלובלי ובהיבט לוקלי

 מגרף של נגזרת שלישית לגרף של פונקציה

מה נוכל ללמוד על  –הנגזרת השלישית של הפונקציה שומרת על סימן קבוע בכל התחום  :1 פעילות

 ?הפונקציה

נניח כי  f x  נתבונן בשני מקרים אפשרייםו ,בכל הישר הממשיגזירה שלוש פעמים לפחות רציפה ופונקציה. 

 הנגזרת השלישית חיובית בכל התחום. 1

(3) נתון כי ( ) 0f x   לכלx . מה ניתן ללמוד על תכונות הפונקציהf?  

מה ניתן ללמוד ( ב)? f''מה ניתן ללמוד על תכונות הנגזרת השנייה  (א: )שלבים ניהדיון לש נחלק את

 .כדאי לחשוב על שאלות אלה לפני המשך הקריאה ?f מתכונות הנגזרת השנייה על תכונות הפונקציה

נגזרת השנייה מהחיוביות של הנגזרת השלישית נוכל ללמוד שה .א ''f x מתכונה זו של. עולה בכל התחום 

 ''f x  ( 1): שלושה מקריםניתן להסיק כי ייתכנו'' 0f   לכלx ( 1איור) ,(6) 0''f  לכלx ( 6איור),  

(3 )0''f 0 משמאל לנקודהx ,'' 0f  0 -מימין לx ו-  0'' 0f x ( 3איור).  

             

 

 

 

 

 

 

 

 

'' כאשר .ב 0f   לכלx  הפונקציה  1כמו באיור f x כאשר. קעורה כלפי מעלה בכל התחום '' 0f   לכל

x  הפונקציה  6כמו באיור f x כאשר . קעורה כלפי מטה בכל התחום ''f x ב מחליפה את סימנה- 
0x 

הפונקציה  3כמו באיור  משלילי לחיובי f x קעורה כלפי מטה משמאל ל- 
0x  וקעורה כלפי מעלה מימין 

 -ל
0x .ב- 

0x ידה של הפונקציהנקודה זו היא נקודת הפיתול היח. פיתול יש לפונקציה נקודת.  

אם הפונקציה  איננו יודעיםולכן  לגבי סימן הנגזרת הראשונה אין לנו מידע f x עולה או יורדת. 

0x

 

 3איור  1איור  2איור 
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פיתול תוך כדי : קיימים שני מצבים אפשריים( 3מקרה )במקרה של פיתול 

קרים בשני המ. ב4ה כמו באיור עלייופיתול תוך כדי  ,א4כמו באיור  ירידה

 .המעבר הוא מקעירות כלפי מטה לקעירות כלפי מעלה

 בכל התחום שליליתהנגזרת השלישית . 2

-באותה הנחה ש f x  נתחו, בכל הישר הממשיגזירה שלוש פעמים לפחות רציפה ופונקציה:  

(3): איבהינתן התנ fמה ניתן ללמוד על תכונות הפונקציה  ( ) 0f x   לכלx ? 

  .המובאים בהמשך יםמשפטשני ברוח הניתוח שעשינו ניתן להוכיח 

 

 ואופיין פיתול של פונקציההשלישית על מספר נקודות הנגזרת ההשפעת סימן קבוע של 

 משפט

 אם f x חות בתחום קשיר פונקציה גזירה שלוש פעמים לפD (קרן, קטע), הנגזרת השלישית שומרת על סימן ו

 -ל אז ,D -ב קבוע f x אם .יש לכל היותר נקודת פיתול אחת   0f x  בכל נקודה x תחום בD,  אז

ואם  ,מקעירות כלפי מטה לקעירות כלפי מעלה (לימיןמשמאל )בנקודת הפיתול משתנה סוג הקעירות 

  0f x  מקעירות כלפי מעלה לקעירות כלפי מטה הקעירות משתנה. 

 .לכל היותרנקודת פיתול אחת  יש, בכל התחוםקבוע  סימןלנגזרת שלישית שלה יש  לפונקציה אשר, לפי המשפט

לפונקציה , כך
xe  3אין נקודות פיתול ולפונקציה 23x x  1 יחידהיש נקודת פיתולx  . 

 הערה

)תקפות גם כאשר  טענות המשפט ) 0f x   או( ) 0f x  למעט מספר נקודות מבודדות , בכל הנקודות בתחום

)בהן  ) 0f x . לפונקציה , למשל  5f x x הנגזרת השלישית   260f x x   חיובית לכלx  0למעטx  .

x בכל התחום     0לפונקציה יש נקודת פיתול אחתx . 

 מבחן הנגזרת השלישית לנקודת פיתול

 משפט

 אם f x  0 בסביבת הנקודה שלוש פעמים לפחותברציפות גזירהx x ומתקיים:  0 0f x  ו- 0 0f x , 

0x אזי הנקודה x היא נקודת פיתול של  f x. אם  0 0f x ,  אז בנקודת הפיתול משתנה סוג הקעירות

 ואם ,מקעירות כלפי מטה לקעירות כלפי מעלה (לימיןמשמאל ) 0 0f x  מקעירות כלפי  הקעירות משתנה

 .מעלה לקעירות כלפי מטה

 דוגמה

 אם  xf x xe, אז :           1 , 2 ,  3x x xf x x e f x x e f x x e         , 

: ומתקיים      2 22 0,  2 3 2 0f f e e      .  

2xהנקודה , על פי המשפט לעיל   פיתול של הפונקציההיא נקודת   xf x xe . היות

-ו 2 0f   , 2הפונקציה בנקודהx  מחליפה קעירות כלפי מטה לקעירות כלפי מעלה .

 .תואם מסקנה זו 5הגרף באיור 

 4איור 

 ב א

 5איור 
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 ממעלה שלישיתפולינום עוד נקודת מבט על פונקציות : 2פעילות 

צורות  2קיימות , כיוון שנגזרת של פונקציה ממעלה שלישית היא פונקציה ממעלה שנייהש, (611עמוד )אינו ר

 ,את הגרפים האופייניים של פונקציות ממעלה שלישית המציג 1טבלה . אופייניות של פונקציה ממעלה שלישית

 .ואת הגרפים האופייניים של הנגזרות המתאימות

 

 גרף סכמתי של פונקציה

       מעלה שלישיתמ

 גרף סכמתי של הנגזרת
      

 

 

פונקציה ממעלה שלישית יש בדיוק נקודת פיתול לכל האם  .יש נקודת פיתול אחת 1בטבלה לכל הפונקציות 

 ?אחת

הפונקציה קעורה כלפי מטה . נקודת הפיתול של פונקציה היא נקודת קיצון של הנגזרת שלה. התשובה חיובית

 .וקעורה כלפי מעלה בתחום בו הנגזרת עולה ,ם בו הנגזרת יורדתבתחו

וקעורה  ,הפונקציה קעורה כלפי מטה משמאל לנקודת המינימום, בהם לנגזרת נקודת מינימום, בשלושת המקרים

הפונקציה קעורה כלפי מעלה משמאל , בשלושת המקרים בהם לנגזרת נקודת מקסימום .כלפי מעלה מימין לה

 .מום וקעורה כלפי מטה מימין להלנקודת המקסי

אם . ניתן להסביר את התופעה גם בדרך אלגברית f x  הנגזרת השנייה היא פונקציה ממעלה שלישית אז

 .משנה סימן בדיוק פעם אחתהפונקציה ליניארית לא קבועה 

 

 ?מה קורה בנקודה בה הנגזרת השלישית משנה סימן: 3פעילות 

פונקציה  נניח כי f x  0רציפה בנקודהx x ידוע כי אם הנגזרת . נקודה עצמהב, אולי, למעט, וגזירה בסביבתה

הראשונה  f x 0נקודה ב מחליפה את סימנהx x , אז נקודה זו היא נקודת קיצון של f x . פונקציה אם

 הנגזרת השנייהגזירה פעמיים ו f x  0מחליפה את סימנה בנקודהx x , אז נקודה זו היא נקודת פיתול של

 f x. הנגזרת השלישית ם ופונקציה גזירה שלוש פעמיאם : באופן טבעי עולה שאלה f x  מחליפה סימן

0xבנקודה  x ,הבא על שאלה זו עונה המשפט? האופי של נקודה זו מהו. 

 

  משפט

 תהי f x 0 גזירה שלוש פעמים בנקודהx x 0 אם בנקודה .ובסביבתהx x הנגזרת השלישית  f x 

 פונקציההאז  ,מחליפה את סימנה f x כלפי מטה או כלפי מעלה ,שומרת על כיוון קעירותה בסביבת נקודה זו . 

 1טבלה 
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  ההוכח

לפי תנאי המשפט הפונקציה  f x רותיהונגז  f x, f x  0רציפות בנקודהx x היות והנגזרת . ובסביבתה

השלישית  f x 0 מחליפה את סימנה בנקודהx x , הנגזרת השנייה f x יורדת משמאל לנקודה זו/עולה, 

0xכך שהנקודה , במובן החזק, עולה מימין לה/ויורדת x היא נקודת קיצון של  f x  .במצב זה ל- f x  יש

0xסימן קבוע בסביבת הנקודה  x ,בה  אשר, הנקודה עצמה ,אולי ,למעט f x תכונה זו של. יכולה להתאפס 

 f x  גוררת כי f x  0קעורה בסביבת הנקודהx x כלפי מעלה או כלפי מטה, בכיוון קבוע. 

 ?של פונקציה משפיעות על צורת הגרף שלה 4nהנגזרות מסדר  האם :4פעילות 

 f x 0 סביבתפונקציה גזירה אינסוף פעמים בx x, 0 -בראשונות מתאפסות ה יהשלוש נגזרותx x  והנגזרת

 .2השיקולים מפורטים באיור  ?למוד על הפונקציהמה אפשר ל. הרביעית חיובית בנקודה זו

 

 

 

 

 

 

 

f  0רציפה וגזירה אינסוף פעמים בסביבתx x.
 

(4)
0( ) 0f x .

 

 

 )(3f  0פונקציה עולה בסביבתx x. (3) :נתון גם
0( ) 0f x . 

''f 0 -יורדת משמאל לx x  

0x -מימין ל ועולה x. 

f -ל 0-מינימום בx x. 

 : נתון גם

0''( ) 0f x . 

),(מינימום  f'' -ל 00x.  
x0 

'f 0 -ל עולה מימין ומשמאלx x. 00 נתון גם )(' xf. 

)(3f0 -עולה ומחליפה סימן בx x. 

'f 0 -עולה ומחליפה סימן בx x. 

x0 

0x -מינימום ב f -ל x. 

x0 

x0 

 6איור 
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 שאלות 

0x -מה תרם לנו המידע ששלוש הנגזרות הראשונות של הפונקציה מתאפסות ב .א x? 

 מה יכולנו ללמוד על התנהגות הפונקציה , (כל שאר הנתונים נשמרים)אילו הנגזרת הרביעית הייתה שלילית  .ב

0x -ב x ? 2על מנת לענות על השאלה ניתן לבנות תרשים שיקולים בדומה לאיור. 

 .ג f x 0 -פונקציה גזירה אינסוף פעמים בx x. 0 -ב שבע נגזרותיה הראשונות מתאפסותx x  והנגזרת

0x -התנהגות הפונקציה ב על מה אפשר ללמוד. בנקודה זוחיובית  שמיניתה x ? 

2nכלשהו  למקרה שבו הנגזרת הראשונה שאינה מתאפסת היא מסדר זוגי 2איור  הוא הכללה של 2איור  k. 

 

 

 

 7איור 

x0 

f  רציפה וגזירה אינסוף פעמים בסביבת
 

 (2 )
0 0kf x . 

2) :נתון גם 1)
0( ) 0kf x . (2 1)kf   0פונקציה עולה בסביבתx x. 

 נתון גם 2 3

0( ) 0
k

f x


. 
(2 3)kf  0 -ל עולה מימין ומשמאלx x. 

2) פונקציהל 2)kf   מינימום),( 00x. 
x0 

(2 1)kf 0 -עולה ומחליפה סימן בx x. 

(2 3)kf 
0x -עולה ומחליפה סימן ב  x. 

2)פונקציה ל 4)kf  0 -מינימום בx x. 

 

x0 

x0 

x0 

כל עוד לא הגענו לפונקציה עצמה נוכל להסיק 

)0שנקודת המינימום היא  ,0)x ,ולהמשיך בתהליך. 

..
.

 

 : נתון גם
(2 2)

0( ) 0kf x . 

(2 2)kf 0 -יורדת משמאל לx x  

0x -מימין ל ועולה x. 



651 

 

_____________________________________________________________________________________________ 
3nהשפעת נגזרות מסדר    הטכניון - דידקטי למורה-ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                            של פונקציהעל תמונתה הגרפית 

0x -לות מינימום בבעאותם השיקולים יובילו אותנו לגלות שכל הנגזרות מסדר זוגי הן  x .נגזרת, אחת מהן 

 פונקציהלמכאן ש. fהיא הפונקציה המקורית , 2מסדר  f x  0 -ביש מינימוםx x. 

 -באותה דרך ההנחה ש    2

0 0
k

f x  פונקציהנה שלתביא למסק  f x 0 -יש מקסימום בx x. 

פונקציה ה .ד f x 0 סביבתגזירה אינסוף פעמים בx x. שנייה ה נגזרתההחל מ עוקבותארבע נגזרותיה ה

0x -במתאפסות  x,  התנהגות הפונקציה מה אפשר ללמוד על. בנקודה זו 2 -שונה מ החמישיתוהנגזרת  

0x -ב x? 

 

 תשובה

הפונקציה  (5)f x היא הנגזרת הרביעית של'f . 0היא חיובית בנקודה אםx x.
 

ביחס ל  ,היא מקיימת אז

 נוכל להסיק  2פי השיקולים המפורטים באיור -על .4פעילות תחילת בשצוינו את כל התנאים , f'פונקציה 

0x -יש מינימום בf' -של x .של נובע מכאן. נקודת קיצון של הנגזרת היא נקודת פיתול של הפונקציה- f  יש

0x -נקודת פיתול ב x .הפונקציה משנה את קעירותה מקעירות כלפי מטה , כיוון שהנגזרת עוברת מירידה לעלייה

  .לקעירות כלפי מעלה

 אם הנגזרת החמישיתבאופן דומה נוכל להראות ש (5)f x  0שלילית בנקודהx x, אז ל- f יש נקודת פיתול  

0x -ב x ,הפונקציה משנה את קעירותה מקעירות כלפי מעלה לקעירות כלפי מטה שבה. 

לנגזרת  ות שהתקבלו בתשובה לעילמסקנאת הניתן להכליל  (2 1)kf x זוגי כלשהו-מסדר אי.
 

 

שקיבלנו קודם לגבי השפעת נגזרות מסדר כלשהו על התנהגות פונקציה המסקנות כל  את סכםנוכל לכעת 

  .הבא במשפטבסביבת נקודה 

 

 משפט

 תהי f x 0 פונקציה אשר גזירה אינסוף פעמים בנקודהx x של ולא כל הנגזרות ,ובסביבתה  f x  בנקודה זו

1k יהי .0 -שוות ל  מספר טבעי כלשהו. 

0x נקודהאם ב .א x מתקיים:  0 0f x , ובסדרת הנגזרות        4

0 0 0, , ,...f x f x f x   הנגזרת

2n היא נגזרת מסדר זוגי 0 -השונה מ הראשונה k, 0 אז הנקודהx x של היא נקודת קיצון  f x. 

 אם .ב
   2

0 0
k

f x , ואם ,אז הקיצון הוא מינימום 
   2

0 0
k

f x , וםמקסימ אז הוא. 

0x נקודהאם ב .ג x מתקיים:  0 0f x  ובסדרת הנגזרות          4 5

0 0 0, , ...f x f x f x  הנגזרת

2 זוגי-היא נגזרת מסדר אי 0 -השונה מ הראשונה 1n k , 0 אז הנקודהx x של  היא נקודת פיתול f x. 

 אם
   2 1

0 0
k

f x


 0 הפונקציה קעורה כלפי מטה משמאל לנקודהx x, וקעורה כלפי מעלה מימין לה. 

 אם ,להפךו
   2 1

0 0
k

f x


 0 הפונקציה קעורה כלפי מעלה משמאל לנקודהx x,  מימין  –וקעורה כלפי מטה

 .לה
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3nהשפעת נגזרות מסדר    הטכניון - דידקטי למורה-ספר מתמטי –ללמוד וללמד אנליזה                                            של פונקציהעל תמונתה הגרפית 

 ותהער

 -שאין דרישה , אבניגוד לטענה , ב של המשפטיש לשים לב שבטענה  .1 0 0f x . אכן בנקודת פיתול ו

 .ת להתאפסהנגזרת הראשונה לא חייב

1kבמקרה  .6  מבחן ל הופכת טענה בו ,( 663עמוד ) רת השנייה עבור נקודת קיצוןטענה א הופכת למבחן הנגז

 .(665עמוד )הנגזרת השלישית לנקודת פיתול 

 

 

 נגזרות מסדר גבוה בעזרתלמציאת ואפיון נקודות מיוחדות של פונקציה  אותדוגמ

 

 1דוגמה 

לפונקציה    
4

10 5 1f x x  1 בנקודהx  והנגזרת ,נגזרות עוקבותאפסות שלוש מת 

2k) פי טענה א של המשפט-על. הרביעית שלילית  ) של  מקסימוםנקודה זו היא נקודת

 (.2איור )הפונקציה 

 

 

 2דוגמה 

פונקציה ה  52 ( 1)f x x x     1בנקודהx   קיימתמ: 

             4 5
1 1, 1 1 1 0 , 1 5!f f f f f              

2k) על סמך טענה ב של המשפט ) , 1הנקודהx    היא נקודת פיתול של f x. 

הפונקציה קעורה כלפי מעלה משמאל לנקודה , הנגזרת החמישית שלילית בנקודה זווהיות 

0x x, (2איור ) מימין לה –לפי מטה וקעורה כ. 

 

 הערה

 היאהנגזרת הראשונה בנקודת פיתול  1 1 0f      , בנקודה ולכן הגרף 1,3 

 .1מתפתל סביב ישר משופע בעל שיפוע 

 8איור 

 9איור 


